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В статье рассматривается новый подход к решению задачи прогнозирования 
для нелинейных стохастических дифференциальных систем с пуассоновской со-
ставляющей в уравнении объекта наблюдения. В основе предлагаемого подхода 
лежит метод статистических испытаний, а именно моделирование специального 
случайного процесса с разрывами, обрывами и ветвлениями траекторий. При реше-
нии задачи прогнозирования применяются методы численного решения стохасти-
ческих дифференциальных уравнений и методы моделирования неоднородных пу-
ассоновских потоков. 

 
1. Введение 

  
Целью работы является развитие нового подхода к решению задачи прогнозиро-

вания в нелинейных стохастических дифференциальных системах с пуассоновской со-
ставляющей [1–3] на основе рассмотренных ранее алгоритмов оптимальной нелиней-
ной фильтрации. Аналогичный подход был ранее применен для стохастических диффе-
ренциальных систем без пуассоновской составляющей [4]. 

В [5–7] было предложено решать задачу оптимальной нелинейной фильтрации 
как задачу анализа вспомогательной стохастической системы с обрывами и ветвления-
ми траекторий. Рассматриваемый подход к решению задачи фильтрации основан на ин-
терпретации одного из слагаемых в уравнении Дункана–Мортенсена–Закаи как функ-
ции поглощения и восстановления траекторий случайного процесса. Напомним, что 
решение этого уравнения – ненормированная плотность вероятности, характеризующая 
распределение вектора состояния объекта наблюдения при наличии косвенных измере-
ний с начального и до текущего момента времени [1–3, 8, 9]. В работе [10] описан ме-
тод решения задачи фильтрации в стохастических дифференциальных системах с пуас-
соновской составляющей в уравнении объекта наблюдения. В частности было показа-
но, что задача оптимальной нелинейной фильтрации в стохастических системах диффу-
зионно-скачкообразного типа может быть решена как задача анализа вспомогательной 
стохастической системы, траектории которой могут получать случайные приращения 
(иметь разрывы), разветвляться и обрываться в случайные моменты времени. Разрывы 
траекторий обусловлены исходной постановкой задачи и характеризуются заданными 
параметрами: интенсивностью и распределением величины скачков, а обрывы и ветв-
ления должны моделироваться на основе текущих измерений оцениваемого вектора 
состояния. Интенсивности обрывов и ветвлений выражаются через функции, задающие 
модель измерительной системы, и текущие измерения. 

Таким образом, на основе метода решения задачи оценивания вектора состояния 
системы в текущий момент времени по результатам косвенных измерений с учетом 
случайных возмущений и помех предлагается новый метод решения задачи прогнози-
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рования, т.е. задачи оценивания вектора состояния системы в будущий момент времени 
по результатам косвенных измерений, имеющихся к текущему моменту, для нелиней-
ных стохастических дифференциальных систем с пуассоновской составляющей. 

Решение задачи анализа вспомогательной стохастической системы с разрывами, 
обрывами и ветвлениями траекторий можно найти приближенно с помощью статисти-
ческого моделирования, применяя методы численного решения стохастических диффе-
ренциальных уравнений и методы моделирования неоднородных пуассоновских пото-
ков (разрывы, обрывы и ветвления образуют неоднородные пуассоновские потоки со-
бытий с известными интенсивностями). По результатам моделирования траекторий 
вспомогательной стохастической системы можно оценить апостериорную плотность 
вероятности при фиксированных измерениях и найти оптимальную оценку вектора со-
стояния объекта наблюдения, используя различные критерии оптимальности оценива-
ния. 

Как и в [4], при использовании критерия минимума среднеквадратической ошиб-
ки оценка текущего состояния может быть получена в результате усреднения по ан-
самблю траекторий системы, отличающейся от исходного объекта наблюдения тем, что 
ее траектории обрываются и разветвляются в случайные моменты времени, распреде-
ление которых определяется результатами измерений оцениваемого вектора состояния. 
Прогноз состояния можно получить, если продолжить моделирование без обрывов и 
ветвлений траекторий (сохранив моделирование разрывов), используя сформирован-
ную к текущему моменту времени выборку состояний вспомогательной стохастической 
системы и усредняя по полученному в результате ансамблю траекторий. 

 
2. Постановка задачи 

 
Будем рассматривать модель объекта наблюдения, описываемую стохастическим 

дифференциальным уравнением Ито с пуассоновской составляющей [11]: 
 0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( ), ( ) ,dX t f t X t dt t X t dW t dQ t X t X= +σ + =  (1) 
в котором nX R∈  – вектор состояния, 0[ , ( )]t t T T∈ +Δ  – время; 0( , ) : [ , ( )]f t x t T T+ Δ ×

n nR R→  – n -мерная вектор-функция, 0( , ) : [ , ( )] n n st x t T T R R ×σ + Δ × →  – матричная 
функция n s× ; 0( ) : [ , ] [0, )t t TΔ → +∞  – величина опережения по времени, удовлетво-
ряющая условию 
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процесс, не зависящий от начального состояния 0X , заданного плотностью вероятно-
сти 0 ( )xϕ ; ( )Q t  – общий пуассоновский процесс, заданный в форме 
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k
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Q t
=
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где ( )P t  – пуассоновский процесс, kΔ  – независимые случайные векторы из nR , рас-
пределение которых задано плотностью вероятности ( , )kψ τ Δ , т.е. вектор состояния X  
получает случайные приращения в моменты времени 21 0, ,... [ , ]t Tτ ∈τ , образующие пу-
ассоновский поток событий: 
 ( ) ( 0) .k k kX Xτ = τ − + Δ  (2) 

Если величина приращения зависит от вектора состояния, то используется услов-
ная плотность вероятности ( , | )k xψ τ Δ , характеризующая распределение kΔ  при усло-
вии ( 0)kX xτ − = . В частном случае ( , | ) ( , )k kxψ τ Δ = ψ τ Δ . Наряду с ( , | )k xψ τ Δ  введем 
плотность вероятности ( , | )k xη τ ξ , характеризующую распределение ( )kX τ  при усло-
вии ( 0)kX τ − = ξ , т.е. ( )k kXΔ τ= −ξ . 



Пуассоновский поток событий и, следовательно, моменты времени 21, ,...τ τ , а 
также пуассоновский процесс ( )P t  определяются интенсивностью ( , )t xλ , т.е. условная 
вероятность события (2) при ( )X t x=  на промежутке [ , ]t t t+ Δ  определяется равенст-
вом 

 ( , ) Pr( ( ) ( ) 1| ( ) ) ( , ) ( ).t t t P t t P t X t x t x t o t+ Δ = + Δ − = = = λ Δ + ΔP  (3) 
Пуассоновская составляющая ( )dQ t  может быть записана в других формах [2, 3, 

12, 13]. Варианты определений решения уравнений типа (1) и возможные условия на 
его коэффициенты, достаточные для существования решения, изложены в [12]. 

Модель измерительной системы может быть представлена в одной из следующих 
форм: 
 0 0( ) ( , ( )) ( ) ( ), ( ) 0,dY t c t X t dt t dV t Y t Y= + ζ = =  (4) 
или 

 ( ) ( , ( )) ( ) ( ),Z t c t X t t N t= + ζ  (5) 
где , mY Z R∈  – векторы измерений; ( , ) :c t x  n mT R R× →  – m -мерная вектор-функция, 

( ) : m dTt R ×ζ →  – матричная функция m d× ; ( )V t  – d -мерный стандартный винеров-
ский процесс, не зависящий от ( )W t  и от начального состояния 0X , ( )N t  – d -мерный 
стандартный гауссовский белый шум, не зависящий от 0X . 

Задача прогнозирования состоит в нахождении оценки ˆ ( ( ))X t t+ Δ  по результатам 
измерений 0 0{ ( ), [ , )}tY Y t t= τ τ∈ . 

Следуя [4], будем исходить из несмещенности оценки и минимума среднеквадра-
тического отклонения. Тогда 

0 0
ˆ ( ( )) ( ( )) | ( ( ), | ) ,

n

t t

R
X t t X t t Y xp t t x Y dx⎡ ⎤+ Δ = + Δ = + Δ⎣ ⎦ ∫M  

где M  – знак математического ожидания, 0( ( ), | )tp t t x Y+ Δ  – апостериорная плотность 
вероятности прогноза вектора состояния X . 

Можно рассматривать, например, следующие варианты задачи прогнозирования: 
прогнозирование с фиксированным упреждением, т.е. ( ) consttΔ = Δ = , и прогнозирова-
ние в фиксированный момент времени T T′ > , т.е. ( )t T t′Δ = − . 

Отметим, кроме того, что задачу прогнозирования можно сформулировать и в 
терминах измерений 0 0{ ( ), [ , )}tZ Z t t= τ τ∈ , в данном случае это не имеет принципиаль-
ного значения, однако далее при записи необходимых соотношений для решения зада-
чи прогнозирования будут использоваться как измерения ( )Y t , так и ( )Z t . 

 
3. Уравнения для апостериорной плотности вероятности 

 
Задачу прогнозирования будем решать в два этапа. На первом этапе будем опре-

делять апостериорную плотность вероятности 0( , | )tp t x Y , используя уравнение Дунка-
на–Мортенсена–Закаи [1, 3], записанное при фиксированных измерениях 0

tY  или 0
tZ  

следующим образом [10]: 
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Уравнение (6) решается на промежутке 0[ , ]t θ , где 0[ , ]t Tθ∈  – некоторое текущее 
время. Затем его решение нормируется, результатом будет апостериорная плотность 
вероятности 0( , | )tp t x Y  вектора состояния X : 

 0
0 0

0

( , | )( , | ) , [ , ].
( , | )

n

t
t

t

R

t x Yp t x Y t t
t x Y dx

ϕ
= ∈ θ

ϕ∫
 (7) 

На втором этапе определяется апостериорная плотность вероятности 0( , | )p t x Y θ  
как решение уравнения Колмогорова–Феллера 

 0
0 0 0

( , | ) ( , | ) ( , ) ( , | ) ( , ) ( , | ) ( , | )
n

t
t t t

R

t x Y t x Y t x t x Y t t x t Y d
t

∂ϕ
= ϕ −λ ϕ + λ ξ η ξ ϕ ξ ξ

∂ ∫A  (8) 

на промежутке [ , ( )]θ θ+ Δ θ  с начальным условием 0( , | )p x Y θθ . 
Оба этапа можно объединить в один, а именно решать уравнение (6) на проме-

жутке 0[ , ( )]t θ+ Δ θ  при дополнительном условии ( , , ) 0t x zμ = , если t > θ . В результате 
получим ненормированную апостериорную плотность вероятности 0( , | )t x Y θϕ  как 
функцию текущего времени 0[ , ]t Tθ∈  и будущего момента времени ( )tθ ≤ ≤ θ+ Δ θ , для 
которого оценивается вектор состояния. При переходе к апостериорной плотности ве-
роятности 0( , | )p t x Y θ  нужна нормировка, аналогичная (7): 

0
0 0

0

( , | )( , | ) , [ , ( )], [ , ].
( , | )

nR

t x Yp t x Y t t T
t x Y dx
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θ

θ

ϕ
= ∈ θ θ+ Δ θ θ∈
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Уравнения вида (6) и (8) называют обобщенными уравнениями Фоккера–Планка–
Колмогорова [14]. Для уравнения (6) слагаемое 0( , , ( )) ( , | )tt x Z t t x Y−μ ϕ  – это функция 
поглощения, а 0( , , ( )) ( , | )tt x Z t t x Y+μ ϕ  – функция восстановления. Это означает, что 
можно рассматривать специальный случайный процесс ( )X t , который характеризуется 
коэффициентами сноса ( , )f t x  и диффузии ( , )g t x , интенсивностью разрыва траекто-
рий ( , )t xλ  и распределением величины приращения вектора состояния при разрыве, 
определяемой плотностями вероятности ( , | )k xψ τ Δ  или ( , | )k xη τ ξ , с дополнительными 
условиями: траектории ( )X t  могут обрываться и обрывы образуют пуассоновский по-
ток событий с интенсивностью ( ) ( , ( ), ( ))t t X t Z t− −μ = μ , а могут появляться новые ветви 
и ветвления также образуют пуассоновский поток событий, но с другой интенсивно-
стью ( ) ( , ( ), ( ))t t X t Z t+ +μ = μ . 

К этому можно добавить, что вероятность ( , )t t− ΔP  обрыва траектории и вероят-
ность ( , )t t+ ΔP  ветвления траектории на промежутке времени [ , ]t t t+ Δ  при ( )X t x=  и 

( )Z t z=  удовлетворяют условию, аналогичному (3): 
( , ) ( , , ) ( ), ( , ) ( , , ) ( ).t t t x z t o t t t t x z t o t− − + +Δ = μ Δ + Δ Δ = μ Δ + ΔP P  

Обрывы и ветвления траекторий случайного процесса ( )X t  могут быть только на 
промежутке 0[ , ]t θ , а на промежутке ( , ( )]θ θ+ Δ θ  поведение траекторий определяется 
заданными коэффициентами сноса и диффузии, а также параметрами разрыва траекто-
рий. Таким образом, функция 0( , | )t x Y θϕ  характеризует распределение вектора X  – со-
стояния объекта наблюдения, описываемого уравнением (1), – с учетом того, что траек-



тории случайного процесса ( )X t  могут иметь разрывы, обрываться и разветвляться в 
случайные моменты времени. Распределением моментов времени появления обрывов и 
ветвлений управляет процесс ( )Z t . При t = θ  функция 0( , | )t x Y θϕ  определяет распреде-
ление вектора состояния X  с учетом всех имеющихся к текущему моменту времени 
косвенных измерений 0Y θ , по этой функции можно найти оптимальную оценку текуще-
го вектора состояния объекта наблюдения, т.е. решить задачу фильтрации [10]. При 
t > θ  функция 0( , | )t x Y θϕ  задает распределение прогноза вектора состояния X  с учетом 
имеющихся измерений к моменту времени θ , т.е. с опережением по времени на ( )t −θ , 
по этой функции можно найти прогноз для вектора состояния объекта наблюдения, т.е. 
решить задачу прогнозирования. Структурная схема системы наблюдения, оценивания 
текущего состояния и прогнозирования изображена на рис. 1. 

 
4. Приближенный метод прогнозирования 

 
Как и в [4], для приближенного определения прогноза вектора состояния 

ˆ ( ( ))X t t+ Δ  можно модифицировать алгоритмы, предложенные в [5, 6] для решения за-
дачи оптимальной фильтрации с помощью метода статистических испытаний (метода 
Монте-Карло). Алгоритмы прогнозирования основаны на моделировании траекторий 
специального случайного процесса ( )X t  с учетом разрывов, обрывов и ветвлений при 
фиксированных измерениях 0

tY  или 0
tZ . При этом можно применять известные методы 

численного решения стохастических дифференциальных уравнений и методы модели-
рования неоднородных пуассоновских потоков. 

Например, можно использовать простой в реализации метод численного решения 
стохастических дифференциальных уравнений – стохастический метод Эйлера [8]: 

1 ( , ) ( , ) ,k k k k k k kX X hf t X h t X W+ = + + σ Δ  

1
1 0( , ) ( ) , , 0,, 1, ,k k

k k k k k k k k
Y YY Y c t X h t V Z t t hk kh

h
+

+

−
+ == + ζ Δ = + = …  

где kWΔ  и kVΔ  – s -мерный и d -мерный случайные векторы соответственно, их коор-
динаты независимы и имеют стандартное нормальное распределение, h  – шаг числен-
ного интегрирования. Приведенные формулы используются для моделирования «фраг-
ментов» траекторий на промежутках времени между двумя последовательными собы-
тиями типа разрыва, обрыва или ветвления траектории. 

Для численного решения в случае жестких задач рекомендуется использовать 
асимптотически несмещенный метод, построенный в работе [15]. Этот метод не требу-
ет мелкого шага численного интегрирования и, кроме того, на системах с постоянным 
шумом имеет более высокий порядок сходимости в среднеквадратическом, чем стохас-
тический метод Эйлера. 

Возможно применение и других методов численного решения стохастических 
дифференциальных уравнений [16–18]. 

При моделировании моментов времени разрывов, обрывов и ветвлений траекто-
рий используется метод «максимального сечения» [19–22]. Так, моделирование време-
ни τ , через которое произойдет разрыв траектории, осуществляется по правилу 
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где 1ξ , 2ξ , ..., ϑξ , ... – последовательность независимых одинаково распределенных 
случайных величин, имеющих показательное распределение с параметром *λ : 

*ln /i
iξ = − β λ ; 1α , 2α , ..., ϑα , ..., 1β , 2β , ..., ϑβ , ... – последовательности независимых 



случайных величин, имеющих равномерное распределение на интервале (0,1) ; ( )tλ  – 
значение функции ( , )t xλ  на вспомогательных траекториях процесса ( )X t , т.е. 

( ) ( , ( ))t t X tλ = λ ; *t  – начальный момент времени 0t  или момент времени последнего 
разрыва траектории. В момент разрыва траектории новое значение вектора состояния 
моделируется согласно плотности * 1( , | )kt x X +η τ+  или моделируется величина скачка 

1k+Δ  согласно плотности * 1( , | )kt X +ψ + Δτ . 
Моделирование времени τ , через которое произойдет обрыв или ветвление траек-

тории, осуществляется аналогично, при этом 
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где в дополнение к уже введенным обозначениям ( )tμ  – значение функции ( , , )t x zμ  на 
вспомогательных траекториях процесса ( )X t  и траектории ( )Z t , полученной в резуль-
тате измерений на оцениваемой траектории, т.е. ( ) ( , ( ), ( ))t t X t Z tμ = μ ; *t  – начальный 
момент времени 0t  или момент времени последнего ветвления траектории. При усло-
вии *( ) 0tμ + τ <  происходит обрыв (моделирование такой траектории прекращается), а 
при *( ) 0tμ + τ >  – ветвление (далее моделируются две траектории, имеющие как мини-
мум одну общую точку – точку ветвления). 

Применяя более экономичный модифицированный метод «максимального сече-
ния» [19–22], в соотношениях (9) и (10) можно положить 
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где α  – равномерно распределенная на интервале (0,1)  случайная величина. 
Отметим, что сетка по времени { }kt  должна быть суперпозицией равномерной 

сетки с шагом h , а также моментов разрывов, обрывов или ветвлений траекторий ( )X t . 
На основе результатов моделирования траекторий специального случайного про-

цесса ( )X t  с разрывами, обрывами и ветвлениями в каждый момент времени можно 
оценить функцию распределения и плотность вероятности, а также найти оценку век-
тора состояния как для текущего времени (фильтрация), так и для будущего (прогнози-
рование), например, усредняя по ансамблю траекторий с учетом того, что на этапе про-
гнозирования обрывы и ветвления не происходят. 
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