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Предложены новые математические модели описания динамики цен акций. 
  
Введение 
Для описания первых математических моделей динамики цены акции 

исследователи использовали диффузионный процесс, который позволял учи-
тывать случайный характер поведения цены. Однако подобный подход не учи-
тывал разрывное (скачкообразное) поведение цены и вследствие этого не по-
зволял в равной степени смоделировать ее динамику во всех временных мас-
штабах. 

В настоящее время при моделировании колебаний рынка пользуются 
популярностью случайные процессы со скачками. Источники скачков могут 
обладать различными характеристиками, описывающими интервалы времени 
появления скачков и их величину. Большинство таких моделей задаются с по-
мощью процессов Леви с ненулевой диффузионной компонентой и компонен-
той, которая является пуассоновским процессом, позволяющим моделировать 
скачки цен акции. Примерами таких моделей являются диффузионно-
скачкообразные модели Мертона [1] и Бейтса [2] со скачками, величины кото-
рых задаются логарифмически нормальным распределением. Основным отли-
чием модели Бейтса от модели Мертона является зависимость волатильности 
от времени, которая задается диффузионным процессом. 

Использование пуассоновского процесса для описания «экстремаль-
ных событий» хоть и упрощает модель и анализ поведения цены акции, но 
значительно снижает возможность точно моделировать процесс появления 
скачков. В данной работе предлагается использовать эрланговский закон появ-
ления скачков цены акции для описания «экстремальных событий» в моделях 
Мертона и Бейтса. Это позволяет их обобщить и исследовать при скачках, ин-
тервалы времени между которыми могут описываться не только пуассонов-
ским законом распределения. 

 
Обобщенные модели Мертона и Бейтса 
В моделях Мертона и Бейтса динамика цены акции описывается про-

цессом в непрерывном времени, порождаемым аддитивной смесью диффузи-
онного и скачкообразного процессов, который можно представить как реше-
ние стохастических дифференциальных уравнений. В частности, динамика 
цены акции с учетом эрланговского потока событий в модели Мертона описы-
вается стохастическим дифференциальным уравнением 



 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dX t X t dt X t dW t X t dQ tμ ξ σ= − + +  (1) 

 0(0) ,X X=   

а в модели Бейтса задается системой стохастических дифференциальных урав-
нений 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dX t X t dt t X t dW t X t dQ tμ ξ ν= − + +  (2) 

 ( ) 2( ) ( ) ( ) ( ),d t t dt t dW tν κ θ ν ε ν= − +  (3) 

 0 0(0) , (0) ,X X ν ν= =   

где 1[0, ]t T t∈ = , 1 [0, )X ∈Ω = +∞  – цена акции, μ  – ожидаемая доходность, σ  
– волатильность, 2 [0, )ν ∈Ω = +∞  – вариация, которая характеризует изменчи-
вость цены акции, θ  – равновесная вариация, κ  – скорость возвращения к рав-
новесной вариации, ε  – волатильность вариации. Начальная цена 0X  и началь-
ная вариация 0ν  независимы и имеют заданные распределения (заданы плотно-
сти вероятности); 1( )W t  и 2 ( )W t  – винеровские случайные процессы с коэффи-

циентом корреляции [ 1,1]ρ ∈ − , ( )Q t  – процесс, заданный как 
( )

1
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J t
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=
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( )J t  – эрланговский процесс порядка N , который формируется в результате 
пропуска подряд 1N −  события пуассоновского потока ( )P t  интенсивности 
λ , iY  – независимые и одинаково распределенные скалярные случайные ве-
личины, имеющие логарифмически нормальное распределение с параметрами 
γ  и δ , т.е. цена акции получает случайные приращения в моменты времени 

1τ , 2τ , …, образующие эрланговский поток событий; 1( )W t , 2 ( )W t  и ( )J t  не 
зависят от 0X , 0ν  и iY ; 1t  – момент времени окончания процесса. Величина ξ  

зависит от интенсивности λ  и параметров γ  и δ , например, 
21

2( 1)N eγ δλξ += − . 
Процессы 1( )W t , 2 ( )W t  не зависят от ( )Q t . Процесс 2 ( )W t  будем представлять в 

виде 2
2 1( ) ( ) 1 ( )W t W t Z tρ ρ= + − , где ( )Z t  – винеровский процесс, не завися-

щий от 1( )W t  и ( )J t . 
Для упрощения модели динамики цены акции и расчетов сделаем за-

мену переменных ( ) ln ( )S t X t= . В результате замены для модели Мертона 
получаем [3] 
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а для модели Бейтса [4] 
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Для дальнейшего изложения введем случайный процесс ( )K t  с ко-
нечным множеством состояний {1, 2,..., }N , которые сменяются последова-
тельно, начиная с 1: 

 ( ) 1 ( ) (mod ).K t P t N= +   

При переходе из состояния с номером N  в состояние с номером 1 величина S  
получает случайное приращение, что соответствует разрыву (скачку) траекто-
рии процесса ( )S t . 

Введение дополнительного процесса ( )K t  в модели Мертона позволя-
ет представить плотность вероятности ( , )t sϕ  в виде суммы: 
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где функции ( ) ( , )k t sϕ  удовлетворяют системе обобщенных уравнений Фокке-
ра–Планка–Колмогорова [5]. 

Система обобщенных уравнений Фоккера–Планка–Колмогорова для 
модели Мертона имеет вид 
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в которой при 1, 2,...,k N= , 
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Начальное состояние 0S  определяется заданной плотностью вероят-
ности 0 ( )sϕ . Для процесса ( )K t  начальное состояние фиксировано, а именно 

0( ) 1K t = , поэтому 



 (1) ( )
0 0 0( , ) ( ), ( , ) 0, 2,..., .kt s s t s k Nϕ ϕ ϕ= = =  

 

 
Рис. Пример траекторий случайных процессов ( )K t  и ( )X t  

Аналогично в модели Бейтса плотность вероятности ( , , )t sϕ ν  можно 
представить в виде суммы: 
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где функции ( ) ( , , )k t sϕ ν  удовлетворяют системе обобщенных уравнений Фок-
кера–Планка–Колмогорова: 

 
2

2
( )(1)

(1) (1) ( )2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,
2

s z
Nt s t s t s e t z dz

t

γ
δϕ ν λϕ ν λϕ ν ϕ ν

πδ

− −+∞ −

−∞

∂
= − +

∂ ∫A    

 
( )

( ) ( ) ( 1)( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), 2,..., ,
k

k k kt s t s t s t s k N
t

ϕ ν ϕ ν λϕ ν λϕ ν−∂
= − + =

∂
A   

в которой 

 ( ) ( )( , , ) ( , , )
2

k kt s t s
s

νϕ ν μ ξ ϕ ν∂⎛ ⎞= − − − −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
A  



 
2

( ) ( )
2

1( ) ( , , ) ( , , )
2

k kt s t s
s

κ θ ν ϕ ν νϕ ν
ν
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

 

 
2 2 2

( ) ( )
2( , , ) ( , , ) , 1, 2,..., .

2
k kt s t s k N

s
ερε νϕ ν νϕ ν

ν ν
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂

  

Начальные состояния 0S  и 0ν  определяются заданными плотностями 
вероятности 10 ( )sϕ  и 20 ( )ϕ ν  соответственно: 

 (1) ( )
0 10 20 0( , , ) ( ) ( ), ( , , ) 0, 2,..., .kt s s t s k Nϕ ν ϕ ϕ ν ϕ ν= = =   

Задача анализа динамики цены акции, описываемой моделями Мерто-
на и Бейтса, заключается в нахождении вероятностных характеристик цены 
(плотности вероятности, математического ожидания, дисперсии, коэффициен-
тов асимметрии и эксцесса и др.) по заданным параметрам модели. Плотность 
вероятности и моментные характеристики цены акции можно получить с по-
мощью плотности вероятности логарифма цены и обратной замены перемен-
ных. 

 
Заключение 
Обобщение моделей Мертона и Бейтса позволяет приблизиться к бо-

лее точному описанию динамики цены акций после обработки статистических 
данных по активам, использование эрланговских процессов дает возможность 
учитывать более сложный характер скачкообразного поведения цен и их неко-
торые специфические свойства. 
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