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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ

А. В. Пантелеев1, К. А. Рыбаков2

Аннотация: Предложен новый метод нахождения оптимального в среднем управления при неполной
информации о векторе состояния для многомерных нелинейных стохастических систем, основанный на
спектральной форме математического описания. Получены соотношения для определения оптимального
в среднем управления с использованием спектральной формы математического описания. Разработано
методическое обеспечение синтеза оптимального в среднем управления при неполной информации
о векторе состояния, его эффективность продемонстрирована на решении модельной задачи синтеза
оптимальной двумерной стохастической системы при различных условиях информированности.
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1 Введение

В работе рассматривается задача синтеза опти-
мального управления нелинейными стохастиче-
скими системами при неполной информации о
векторе состояния [1, 2], математические модели
которых описываются стохастическими дифферен-
циальными уравнениями Ито [3].

Существующие методы решения задачи синте-
за нелинейных стохастических систем применимы
лишь в частных случаях [2]. В связи с этим для син-
теза оптимального управления предлагается новый
метод, основанный на спектральной форме мате-
матического описания систем управления [4].

В основе спектрального метода лежит пред-
ставление сигналов совокупностью коэффици-
ентов разложения их в ряд Фурье по полной
ортонормированной системе функций (базисной
системе), заданной в общем случае на нестацио-
нарном отрезке. Базовыми понятиями метода явля-
ются: спектральное преобразование, нестационар-
ные спектральные характеристики (спектральные
характеристики функций) и нестационарные пере-
даточные функции (спектральные характеристики
линейных операторов).

Спектральный метод анализа линейных де-
терминированных и стохастических систем управ-
ления был разработан в конце 1960-х гг. профес-
сором В. В. Семеновым и затем обобщен для
анализа нелинейных детерминированных систем.
Дальнейшее развитие спектрального метода связа-
но с решением задачи анализа нелинейных стоха-
стических систем.

В [5] введено понятие обобщенной характери-
стической функции — спектральной характери-
стики плотности вероятности вектора состояния
стохастической системы, однако для получения
уравнения обобщенной характеристической функ-
ции как спектрального аналога уравнения Фокке-
ра–Планка–Колмогорова спектральное преобра-
зование применялось только по координатам
вектора состояния и, таким образом, уравнение
Фоккера–Планка–Колмогорова сводилось к сис-
теме обыкновенных дифференциальных уравне-
ний.

В [6, 7] для вывода уравнения обобщенной ха-
рактеристической функции спектральное преобра-
зование применяется и по координатам вектора со-
стояния, и по переменной времени, что позволяет
свести уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова
к линейному матричному уравнению и получить
его решение в явном виде.

Следующий этап — это применение спектраль-
ной формы математического описания к решению
задачи синтеза оптимальных нелинейных стохасти-
ческих систем управления, что и является основ-
ной целью данной работы. Отметим, что получен-
ные результаты базируются, с одной стороны, на
использовании математического аппарата спект-
рального метода, а с другой стороны, на теории
оптимального управления нелинейными стохасти-
ческими системами при неполной информации о
векторе состояния [1, 2].

В [8] была предпринята первая попытка приме-
нения спектральной формы математического опи-
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сания к задаче синтеза оптимальных нелинейных
стохастических систем управления частного ви-
да. Работа [8] являлась логическим продолжени-
ем [5], поэтому для вывода соотношений, необхо-
димых при нахождении оптимального управления
в спектральной форме, спектральное преобразова-
ние применялось только по координатам вектора
состояния; в [8] так и не был сформирован эффек-
тивный алгоритм решения поставленной задачи,
но, безусловно, эта работа была важным этапом в
развитии спектральных методов синтеза.

В настоящей работе соотношения для опреде-
ления оптимального управления [1, 2], а именно
система уравнений Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва и Беллмана, с помощью спектрального преобра-
зования сводятся к системе нелинейных уравнений
для коэффициентов разложения координат опти-
мального управления и оптимальной плотности ве-
роятности вектора состояния в ряд по функциям
базисной системы. Вид этой системы нелинейных
уравнений не зависит от выбора базисной систе-
мы, а ее решение проще, нежели исходная задача.
Оно осуществляется либо итерационными метода-
ми, либо методом сведения к эквивалентной задаче
безусловной оптимизации с последующим приме-
нением методов нулевого порядка, в том числе ме-
таэвристических методов поиска глобального экс-
тремума [9, 10].

Применение метаэвристических алгоритмов со-
вместно со спектральной формой математического
описания может позволить решить ряд актуаль-
ных научно-технических задач проектирования со-
временных образцов ракетно-космической и авиа-
ционной техники, поскольку показатели качества
сравниваемых вариантов, как правило, описыва-
ются нелинейными зависимостями и оцениваются
при помощи сложных моделирующих алгоритмов,
что обуславливает высокую трудоемкость вычисле-
ний. Их использование позволит решить задачи по-
иска глобального экстремума многоэкстремальных
функций, зависящих от достаточно большого числа
переменных (нескольких сотен) со сложным релье-
фом поверхностей уровня, возникающие при при-
менении соответствующих условий оптимальности
в задачах оптимального управления нелинейными
стохастическими системами.

Использование спектральной формы математи-
ческого описания позволяет формализовать про-
цесс решения задач анализа и синтеза систем управ-
ления различных классов.

Данная работа является развитием теории спек-
трального метода и методов приближенного реше-
ния задачи синтеза оптимального управления не-
линейными стохастическими системами [4–8].

2 Постановка задачи

Рассмотрим систему управления, математиче-
ская модель которой описывается стохастическим
дифференциальным уравнением Ито [1–3]:

dX(t) = f (t,X(t), u(t)) dt+

+ σ (t,X(t), u(t)) dW (t);

X(t0) = X0 ,















(1)

где X ∈ R
n — вектор состояния; u ∈ U ⊆ R

q —
вектор управления; t ∈ T , T = [t0, t1] — за-
данный отрезок времени функционирования
системы; W (t) — s-мерный стандартный вине-
ровский процесс, не зависящий от X0; f(t, x, u) :
T×R

n×U → R
n — вектор-функция размеровn × 1,

σ(t, x, u) : T × R
n × U → R

n×s — матричная функ-
ция размеров n× s.

Начальное состояниеX0 определяется заданной
плотностью вероятности φ0(x). Функции f(t, x, u)
и σ(t, x, u) задают структуру системы управления.

Предполагается, что при управлении исполь-
зуется информация о времени и величине пер-
вых m координат вектора состояния (0 ≤ m ≤ n),
т. е. X = [X(1) X(2)]

T, где о координатах век-
тора X(1) = [X1 X2 . . . Xm]

T ∈ R
m текущая ин-

формация известна, а о координатах вектора
X(2) = [Xm+1 . . . Xn]

T ∈ R
n−m отсутствует. Управ-

ление u(t), применяемое в каждый момент вре-
мени t ∈ T , имеет вид управления с обратной
связью по неполному вектору состояния (рис. 1):
u(t) = u(t,X(1)(t)).

Число m определяется условиями информиро-
ванности. При m = n имеется информация о всех
координатах вектора X и система, представлен-
ная на рис. 1, будет системой с полной обратной
связью, а при m = 0 — системой, разомкнутой по
состоянию, где применяется программное управле-
ние u(t).

Множество допустимых управлений Um состо-
ит из функций u(t, x(1)) : T × R

m → U таких, что
выполняются условия существования и единствен-
ности [11, 12] решения задачи (1), а плотность ве-
роятности вектора состояния удовлетворяет урав-
нению Фоккера–Планка–Колмогорова

∂φ(t, x)

∂t
= Au(·)φ(t, x) (2)

с начальным условием φ(t0, x) = φ0(x), где Au(·) —
линейный оператор, задаваемый выражением
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Рис. 1 Структура стохастической системы управления

Au(·)φ(t, x) =

= −
n
∑

i=1

∂

∂xi

[

fi(t, x, u(t, x(1)))φ(t, x)
]

+

+
1

2

n
∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj

[

gij(t, x, u(t, x(1)))φ(t, x)
]

;

gij(t, x, u) =

s
∑

r=1

σir(t, x, u)σjr(t, x, u).























































(3)

Обозначим через Dm множество пар
dm = (φ(t, x), u(t, x(1))), где функции φ(t, x)
и u(t, x(1)) ∈ Um удовлетворяют уравнению (2) с на-
чальным условием φ(t0, x) = φ0(x). Определим на
множестве Dm функционал качества управления:

J(dm) =

t1
∫

t0

∫

Rn

f0(t, x, u(t, x(1)))φ(t, x) dtdx +

+

∫

Rn

F (x)φ(t1, x) dx , (4)

где f0(t, x, u) : T × R
n × U → R, F (x) : R

n → R —
заданные непрерывные функции, удовлетворя-
ющие условиям [12], которые гарантируют конеч-
ность величины (4).

Задача синтеза оптимальных стохастических
систем управления состоит в следующем: по за-
данным уравнению системы (1), плотности ве-
роятности φ0(x) начального состояния X0, усло-
виям информированности (величине m) и функ-
ционалу (4) требуется найти такой элемент
d∗m = (φ

∗(t, x), u∗(t, x(1))) ∈ Dm, что

J(d∗m) = min
dm∈Dm

J(dm) .

Таким образом, проведена редукция исходной
стохастической задачи к детерминированной проб-
леме управления решением уравнения в частных
производных (2).

Для решения задачи синтеза оптимальных сто-
хастических систем будем использовать спектраль-
ную форму математического описания, но прежде

приведем основные соотношения для определения
оптимального управления.

Известно [1, 2], что задача нахождения опти-
мальной пары d∗m = (φ

∗(t, x), u∗(t, x(1))) (точнее па-
ры, «подозрительной на оптимальность») сводится
к решению системы дифференциальных уравне-
ний:

∂φ∗(t, x)

∂t
= Au∗(·)φ

∗(t, x);

∂ψ(t, x)

∂t
= −A∗u∗(·)ψ(t, x) + f0(t, x, u

∗(t, x(1))),















(5)

где ψ(t, x) — вспомогательная функция, при усло-
вии

φ∗(t0, x) = φ0(x) ; ψ(t1, x) = −F (x) . (6)

Структура оптимального управления имеет вид:

u∗(t, x(1)) = argmax
u∈U

∫

Rn−m







n
∑

i=1

∂ψ(t, x)

∂xi
fi(t, x, u) +

+
1

2

n
∑

i,j=1

∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
gij(t, x, u)− f0(t, x, u)







×

× φ∗(t, x(2)|x(1)) dx(2) , (7)

где

φ∗(t, x(2)|x(1)) =
φ∗(t, x)

φ∗(t, x(1))
;

φ∗(t, x(1)) =

∫

Rn−m

φ∗(t, x) dx(2) .



















(8)

Во втором уравнении системы (5)A∗u(·)— сопря-
женный оператор по отношению к оператору Au(·):

A∗u(·)ψ(t, x) =
n
∑

i=1

∂ψ(t, x)

∂xi
fi(t, x, u(t, x(1))) +

+
1

2

n
∑

i,j=1

∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
gij(t, x, u(t, x(1))) ,
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а в выражении (8) φ(t, x(1)) — маргинальная
плотность вероятности, характеризующая распре-
деление вектора X(1), φ(t, x(2)|x(1)) — условная
плотность вероятности, характеризующая распре-
деление вектора X(2) при условии X(1) = x(1).

Следовательно, искомое оптимальное в среднем
управление u∗(t, x(1)) и оптимальную плотность ве-
роятности φ∗(t, x) можно найти в результате реше-
ния системы уравнений (5) с условием (6) совмест-
но с (7), (8), при этом минимум функционала (4)
можно подсчитать по формуле [2]:

min
dm∈Dm

J(dm) = −
∫

Rn

ψ(t0, x)φ0(x) dx . (9)

Заметим, что решение уравнений (5) понимает-
ся в обобщенном смысле [13].

3 Синтез оптимальных
нелинейных стохастических
систем управления
спектральным методом

Необходимые для дальнейшего изложения крат-
кие теоретические сведения, связанные с определе-
нием многомерных матриц и их свойствами, при-
ведены в приложении 1.

Будем искать решение уравнений (5) в ви-
де рядов по функциям некоторой базисной сис-
темы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0 пространства
L2(T × R

n; ρ(x)) (полной ортонормированной сис-
темы функций [14]), т. е.

φ(t, x) =

∞
∑

i0,i1,...,in=0

φi0i1...in
e(i0, i1, . . . , in, t, x); (10)

ψ(t, x) =

∞
∑

i0,i1,...,in=0

ψi0i1...in
e(i0, i1, . . . , in, t, x), (11)

где

φi0i1...in
=

∫

T×Rn

ρ(x)e(i0, i1, . . . , in, t, x)φ(t, x) dtdx,

ψi0i1...in
=

∫

T×Rn

ρ(x)e(i0, i1, . . . , in, t, x)ψ(t, x) dtdx,

i0, i1, . . . , in = 0, 1, 2, . . .

Совокупности коэффициентов разложения
φi0i1...in

и ψi0i1...in
функций φ(t, x) и ψ(t, x)

по функциям базисной системы {e(i0, i1, . . .
. . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

представляются в виде
бесконечных (n+ 1)-мерных гиперстолбцовых

матриц �(n + 1, 0) = (φi0i1...in
) и ā(n + 1, 0) =

= (ψi0i1...in
), т. е. спектральных характери-

стик функций φ(t, x) и ψ(t, x) соответственно,
определенных относительно базисной системы
{e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0 [6, 7]. При
этом предполагается, что функции базисной
системы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

порожда-
ются всевозможными произведениями функ-
ций {q(i0, t)}∞i0=0 и {p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0

,
которые, в свою очередь, образуют базисные систе-
мы пространств L2(T ) и L2(Rn; ρ(x)) соответствен-
но [14].

Функции базисной системы {p(i1, . . .
. . . , in, x)}∞i1,...,in=0

порождаются всевозможны-
ми произведениями функций {pk(ik, xk)}∞ik=0

,
образующих базисные системы пространств
L2(R; ρk(xk)) соответственно, k = 1, . . . , n,
ρ(x) = ρ1(x1) · · · ρn(xn); или

p(i1, . . . , in, x) =

= p(1)(i1, . . . , im, x(1))p(2)(im+1, . . . , in, x(2)) .

Здесь функции p(1)(i1, . . . , im, x(1)) и p(2)(im+1, . . .
. . . , in, x(2)) образуют базисные системы про-
странств L2(R

m; ρ(1)(x(1))) и L2(R
n−m; ρ(2)(x(2)))

соответственно, при этомρ(x) = ρ(1)(x(1))ρ(2)(x(2)).
Введение весовой функции ρ(x) (и порожда-

ющих ее ρk(xk), k = 1, . . . , n, или ρ(1)(x(1)) и
ρ(2)(x(2))) обусловлено тем, что функции φ(t, x)
и ψ(t, x) обладают разными свойствами, а имен-
но: φ(t, x) удовлетворяет условию нормировки и,
следовательно, lim

x→±∞
φ(t, x) = 0, в то время как

ψ(t, x) может быть неограниченной (например, в
простейшей задаче синтеза оптимальных линей-
ных стохастических систем с квадратичным по
координатам вектора состояния функционалом
качества (4) эта функция является полиномом от-
носительно переменных xi, i = 1, . . . , n). В об-
щем случае весовая функция, относительно ко-
торой ортогональны функции базисной системы
{e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

, может зависеть и от
переменной t, однако такая зависимость не но-
сит принципиального характера, поэтому здесь не
рассматривается.

Аналогичным образом определяются спект-
ральные характеристики функций вектора со-
стояния. Они представляются гиперстолб-
цовыми матрицами меньшей размерности и
вычисляются относительно базисной системы
{p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0.

Наряду с �(n+ 1, 0) введем следующие обозна-
чения: �0(n, 0) — спектральная характеристика
плотности вероятности φ0(x) начального состо-
яния X0, определенная относительно базисной
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системы {p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0
, т. е. �0(n, 0) —

n-мерная гиперстолбцовая матрица, элементы
которой представляют собой коэффициенты разло-
жения функцииφ0(x)по функциям базисной систе-
мы {p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0; F (n, 0) — спектраль-
ная характеристика функции F (x), определенная
относительно той же базисной системы; q(1, 0; t0)
и q(1, 0; t1)— матрицы-столбцы значений функций
базисной системы {q(i0, t)}∞i0=0 при t = t0 и t = t1
соответственно.

Получим сначала спектральный аналог урав-
нения Фоккера–Планка–Колмогорова. Пусть
A(n+ 1, n+ 1) — спектральная характеристи-
ка линейного оператора Au(·), определен-
ная относительно базисной системы {e(i0, i1, . . .
. . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0 [6, 7], т. е. 2(n+ 1)-мерная
гиперквадратная матрица, элементы которой опре-
деляются выражением:

Ai0i1...inj0j1...jn
=

=

∫

T×Rn

ρ(x)e(i0, i1, . . . , in, t, x)×

×Au(·)e(j0, j1, . . . , jn, t, x) dtdx,

i0, i1, . . . , in, j0, j1, . . . , jn = 0, 1, 2, . . . (12)

По этой формуле определяются элементы спек-
тральной характеристики A(n+ 1, n+ 1) линей-
ного оператора Au(·) в случае, когда функция
u(t, x(1)) известна, но поскольку она подле-
жит нахождению наряду с плотностью вероят-
ности φ(t, x), будем использовать обозначение
A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)), в котором отражена
зависимость элементов этой матрицы от коэф-
фициентов разложения координат вектор-функ-
ции u(t, x(1)) по функциям базисной системы
{e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1))}∞i0,i1,...,im=0

пространства
L2(T × R

m; ρ(1)(x(1))):

e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1)) =

= q(i0, t) · p1(i1, x1) · · · pm(im, xm),

i0, i1, . . . , im = 0, 1, 2, . . . ,

ρ(1)(x(1)) = ρ1(x1) · · ·ρm(xm),

или

e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1)) =

= q(i0, t) · p(1)(i1, . . . , im, x(1)),
i0, i1, . . . , im = 0, 1, 2, . . .

Здесь U(m+ 2, 0) — (m+ 2)-мерная гиперстолб-
цовая матрица, образованная с помощью опера-
ции агрегатирования [6] спектральных характери-
стик Ul(m+ 1, 0) = (uli0i1...im

) координат ul(t, x(1))
функции u(t, x(1)), т. е.

U(m+ 2, 0) =







U1(m+ 1, 0)
...

Uq(m+ 1, 0)






; (13)

uli0i1...im
=

=

∫

T×Rm

ρ(1)(x(1))e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1))×

× ul(t, x(1)) dtdx(1) ,

l = 1, . . . , q , i0, i1, . . . , im = 0, 1, 2, . . . ,

следовательно,

ul(t, x(1)) =

=

∞
∑

i0,i1,...,im=0

uli0i1...im
e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1)) ,

l = 1, . . . , q . (14)

Видно, что при m = 0 функции e(1)(i0, i1, . . .
. . . , im, t, x(1)) совпадают с q(i0, t), а при m = n —
с e(i0, i1, . . . , in, t, x). Отметим также, что опре-
деление спектральной характеристики оператора
можно применять к широкому классу линейных
операторов (операторов умножения, дифферен-
цирования, интегрирования, сдвига, Фредголь-
ма и др., а также для их композиций), а не
только к оператору Au(·), определенному выра-
жением (3). Так, например, будем обозначать
через P(n+ 1, n+ 1) спектральную характеристи-
ку оператора дифференцирования по перемен-
ной t, определенную относительно базисной систе-
мы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

.
Для нахождения коэффициентов разложения

φi0i1...in
функции φ(t, x) следует приравнять спект-

ральные характеристики левой и правой частей
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова, полу-
чив таким образом систему линейных алгебра-
ических уравнений (при заданном управлении
u(t, x(1))).

Спектральная характеристика левой части урав-
нения (2) с учетом условия φ(t0, x) = φ0(x), свойств
спектральных характеристик линейных операторов
(в частности, операторов дифференцирования) и
введенных обозначений представляется в форме

P (n+ 1, n+ 1)�(n+ 1, 0)− q(1, 0; t0)⊗ �0(n, 0) ,

где

P (n+ 1, n+ 1) = P(n+ 1, n+ 1) +
+
(

q(1, 0; t0)q
T(1, 0; t0)

)

⊗ E(n, n) , (15)

а E(n, n)— 2n-мерная единичная матрица.
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Спектральная характеристика правой час-
ти уравнения (2), согласно свойствам спект-
ральных характеристик функций и линей-
ных операторов, представляется произведением
A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))�(n+ 1, 0).

Таким образом, уравнение для нахождения
спектральной характеристики �(n+ 1, 0) плот-
ности вероятностиφ(t, x)вектора состояния (спект-
ральный аналог уравнения Фоккера–Планка–Кол-
могорова) записывается в виде

P (n+1, n+1)�(n+1, 0)− q(1, 0; t0)⊗�0(n, 0) =
= A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))�(n+ 1, 0) (16)

и называется уравнением обобщенной ха-
рактеристической функции (фактически это
система линейных алгебраических уравнений
для коэффициентов разложения φi0i1...in

функ-
ции φ(t, x) относительно базисной системы
{e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0, записанная в мат-
ричной форме).

Найденная из уравнения (16) спектральная ха-
рактеристика

�(n+ 1, 0) = (P (n+ 1, n+ 1)−
−A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)))

−1 ×
× (q(1, 0; t0)⊗ �0(n, 0)) (17)

определяет решение уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова и, следовательно, решение задачи
анализа стохастической системы (1) в спектраль-
ной форме математического описания [6, 7]. Это
решение выражается формулой (10).

Спектральную характеристику A(n + 1, n + 1;
U(m + 2, 0)) оператора Au(·) не обязательно на-
ходить по определению (12). Для этого можно
использовать свойство линейности спектральных
характеристик функций и свойство спектральных
характеристик композиции линейных операто-
ров. Введем новые обозначения: Fi(n + 1, n + 1;
U(m + 2, 0)) и Gij(n + 1, n + 1;U(m + 2, 0)) —
спектральные характеристики операторов умноже-
ния на функции fi(t, x, u(t, x(1))) и gij(t, x, u(t, x(1)))
соответственно (здесь, как и в случае со
спектральной характеристикой A(n + 1, n + 1;
U(m + 2, 0)), в обозначениях отражен факт зави-
симости коэффициентов уравнения (1) от u(t, x(1))
и, следовательно, зависимости соответствующих
спектральных характеристик операторов умноже-
ния от спектральных характеристик координат
функции u(t, x(1))). Далее, Pi(n+ 1, n+ 1) и
Pij(n+ 1, n+ 1) — спектральные характеристики
операторов дифференцирования первого поряд-
ка по координатам xi и спектральные характе-
ристики операторов дифференцирования второго

порядка по координатам xi, xj соответственно,
i, j = 1, . . . , n. Все перечисленные спектральные ха-
рактеристики определены относительно базисной
системы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

. Тогда [6, 7]

A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) =

= −
n
∑

i=1

Pi(n+1, n+1)Fi(n+1, n+1;U(m+2, 0))+

+
1

2

n
∑

i,j=1

Pij(n+ 1, n+ 1)×

×Gij(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) . (18)

Несмотря на то что подобное представление
достаточно громоздко, его использование обла-
дает преимуществами, поскольку для операторов
дифференцирования и операторов умножения
на некоторые элементарные функции получе-
ны аналитические выражения для вычисления их
спектральных характеристик относительно ряда
базисных систем [4, 6, 7, 15–17]: полиномов Ле-
жандра, тригонометрических функций, функций
Уолша, функций Хаара, полиномов и функций Ла-
герра, полиномов и функций Эрмита и др.

Далее получим спектральный аналог уравнения
для нахождения вспомогательной функции ψ(t, x).
Как и в случае уравнения Фоккера–Планка–Кол-
могорова, чтобы найти коэффициенты разложе-
ния ψi0i1...in

функции ψ(t, x), следует приравнять
спектральные характеристики левой и правой час-
тей уравнения:

∂ψ(t, x)

∂t
= −A∗u(·)ψ(t, x) + f0(t, x, u(t, x(1))) . (19)

Спектральная характеристика левой части этого
уравнения с учетом условия ψ(t1, x) = −F (x) запи-
сывается в виде:

−PT(n+ 1, n+ 1)ā(n+ 1, 0)− q(1, 0; t1)⊗ F (n, 0) ,

так как

P(n+1, n+1) = −PT(n+1, n+1)+(q(1, 0; t1)×
× qT(1, 0; t1)− q(1, 0; t0)q

T(1, 0; t0)
)

⊗ E(n, n) =

= −PT(n+ 1, n+ 1) +
+
(

q(1, 0; t1)q
T(1, 0; t1)

)

⊗ E(n, n) ,

а спектральная характеристика правой части урав-
нения (19), согласно свойствам спектральных ха-
рактеристик функций и линейных операторов,
представляется выражением

−A∗(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))ā(n+ 1, 0) +

+ F0(n+ 1, 0;U(m+ 2, 0)) ,
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в котором A∗(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) — спект-
ральная характеристика сопряженного опера-
тора A∗u(·), определенная относительно ба-
зисной системы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

;
F0(n+ 1, 0;U(m+ 2, 0)) — спектральная харак-
теристика функции f0(t, x, u(t, x(1))), опреде-
ленная относительно той же базисной систе-
мы. Эти спектральные характеристики зависят
от коэффициентов разложения координат функ-
ции u(t, x(1)) по функциям базисной системы
{e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1))}∞i0,i1,...,im=0.

Спектральная характеристика A∗(n + 1, n + 1;
U(m+2, 0)) сопряженного оператора A∗u(·) выража-
ется через введенные ранее спектральные характе-
ристики операторов дифференцирования и умно-
жения следующим образом:

A∗(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) =

=

n
∑

i=1

Fi(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))×

× Pi(n+ 1, n+ 1) +

+
1

2

n
∑

i,j=1

Gij(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))×

× Pij(n+ 1, n+ 1) . (20)

Таким образом, уравнение, которому удовле-
творяет спектральная характеристика ā(n+ 1, 0)
вспомогательной функции ψ(t, x) (при заданном
управлении u(t, x(1)) это система линейных ал-
гебраических уравнений для коэффициентов раз-
ложения ψi0i1...in

функции ψ(t, x) относительно
базисной системы {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0,
записанная в матричной форме), имеет вид:

PT(n+1, n+1)ā(n+1, 0)+ q(1, 0; t1)⊗F (n, 0) =
= A∗(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))ā(n+ 1, 0)−

− F0(n+ 1, 0;U(m+ 2, 0)) .

Далее, учитывая полученные выше результаты,
запишем спектральные аналоги уравнений (5):

P (n+1, n+1)�∗(n+1, 0)−q(1, 0; t0)⊗�0(n, 0) =
= A(n+ 1, n+ 1;U∗(m+ 2, 0))�∗(n+ 1, 0) , (21)

PT(n+1, n+1)ā(n+1, 0)+ q(1, 0; t1)⊗F (n, 0) =
= A∗(n+ 1, n+ 1;U∗(m+ 2, 0))ā(n+ 1, 0)−

− F0(n+ 1, 0;U
∗(m+ 2, 0)) . (22)

Они связаны между собой через матрицу
U∗(m+ 2, 0), образованную спектральными ха-
рактеристиками U∗l (m+ 1, 0) координат u∗l (t, x(1))
функции u∗(t, x(1)) (см. (13)), которые, в свою

очередь, выражаются через спектральные харак-
теристики �∗(n+ 1, 0) и ā(n+ 1, 0), поскольку
u∗(t, x(1)) выражается через φ∗(t, x) и ψ(t, x) (см. (7)
и (8)):

U∗(m+ 2, 0) =

= U∗(m+ 2, 0; �∗(n+ 1, 0),ā(n+ 1, 0)) . (23)

В результате получается замкнутая система в об-
щем случае нелинейных уравнений (21)–(23), кото-
рую необходимо решить для нахождения оптималь-
ной или «подозрительной на оптимальность» пары
d∗m = (φ

∗(t, x), u∗(t, x(1))), используя (10) и (14).
Следует отметить, что при наличии информа-

ции о всех координатах вектора состояния, т. е. при
m = n, управлениеu∗(t, x(1)) выражается только че-
рез ψ(t, x), поэтому

U∗(n+ 2, 0) = U∗(n+ 2, 0;ā(n+ 1, 0))

и уравнение (21) можно решать после решения (22),
а не совместно с (22) (см. (17)).

Указать правило, согласно которому вычисля-
ются спектральные характеристики

Fi(n+ 1, n+ 1;U
∗(m+ 2, 0)) ;

Gij(n+ 1, n+ 1;U
∗(m+ 2, 0))

и, следовательно,

A(n+ 1, n+ 1;U∗(m+ 2, 0)) ;

A∗(n+ 1, n+ 1;U∗(m+ 2, 0)) ,

а также F0(n+ 1, 0;U∗(m+ 2, 0)) в зависимости от
U∗(m+ 2, 0), в общем случае не представляется воз-
можным. Такое же замечание справедливо и для
зависимостиU∗(m+ 2, 0) от спектральных характе-
ристик �∗(n+ 1, 0) и ā(n+ 1, 0). Необходимые со-
отношения формируются для каждой конкретной
задачи синтеза оптимальных стохастических сис-
тем управления, они могут быть как линейными,
так и нелинейными (например, с использованием
спектральных характеристик множительного зве-
на [4, 6]). Кроме того, для записи подобных соотно-
шений используются, как правило, спектральные
характеристики линейных функционалов [6, 18].

Основной сложностью при решении задачи син-
теза оптимальных нелинейных стохастических сис-
тем управления спектральным методом является
то, что все входящие в соотношения (21)–(23) мат-
рицы — это матрицы с бесконечным числом эле-
ментов, поэтому при расчетах, как правило, эти
матрицы усекаются. При этом решения (10), (11)
уравнений (5) следует искать в виде частичных сумм
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φ∗(t, x) =

L0−1
∑

i0=0

L1−1
∑

i1=0

· · ·
Ln−1
∑

in=0

φ∗i0i1...in
×

× e(i0, i1, . . . , in, t, x) , (24)

ψ(t, x) =

L0−1
∑

i0=0

L1−1
∑

i1=0

· · ·
Ln−1
∑

in=0

ψi0i1...in
×

× e(i0, i1, . . . , in, t, x) , (25)

где заданные числа L0, L1, . . . , Ln называются
порядками усечения спектральных характеристик,
а φ∗i0i1...in

и ψi0i1...in
— элементы усеченных спект-

ральных характеристик �∗(n+ 1, 0) и ā(n+ 1, 0).
Оптимальное управление в этом случае задается
соотношением:

u∗l (t, x(1)) =

L0−1
∑

i0=0

L1−1
∑

i1=0

· · ·
Lm−1
∑

im=0

u∗li0i1...im
×

× e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1)) ,

l = 1, . . . , q , (26)

где u∗li0i1...im
— элементы усеченных спектраль-

ных характеристик U∗l (m+ 1, 0), полученных из
U∗(m+ 2, 0) в результате декомпозиции [6] (факти-
чески в результате выделения подблоков матрицы).
Выбор порядков усечения, а также выбор базисной
системы определяют точность приближенного ре-
шения задачи синтеза оптимальных стохастических
систем управления.

Для решения системы уравнений (21)–(23)
представляется эффективным перейти к эквива-
лентной задаче безусловной оптимизации, а имен-
но минимизировать нормы разностей левых и
правых частей соотношений (21), (22)с учетом зави-
симости (23), используя для этого методы нулевого
порядка [9] и метаэвристические алгоритмы поиска
глобального экстремума [10].

Не приводя подробного вывода, запишем со-
отношение для подсчета минимального значения
функционала (4):

J(d∗m) = − (q(1, 0; t0)⊗ �0(n, 0))T ×
×
(

E(1, 1)⊗R−1(n, n)
)

ā(n+ 1, 0) , (27)

в котором R(n, n) — спектральная характеристика
оператора умножения на весовую функцию ρ(x),
определенная относительно базисной системы
{p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0

пространства L2(Rn; ρ(x)).
Это выражение получено с использованием свойств
спектральных характеристик линейных функци-
оналов и начальных значений функций време-
ни [6, 18] при применении спектрального преобра-
зования к правой части (9).

4 Методическое обеспечение
приближенного решения
задачи синтеза оптимальных
нелинейных стохастических
систем управления

Приведем алгоритм приближенного решения
задачи синтеза.

1. Выбрать базисные системы

{q(i0, t)}∞i0=0 ;
{p(1)(i1, . . . , im, x(1))}∞i1,...,im=0 ;

{p(2)(im+1, . . . , in, x(2))}∞im+1,...,in=0

пространств

L2(T ); L2(R
m; ρ(1)(x(1))); L2(R

n−m; ρ(2)(x(2)))

соответственно. Сформировать базисную систему

{p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0

пространства L2(Rn; ρ(x) = ρ(1)(x(1))ρ(2)(x(2))):

p(i1, . . . , in, x) = p(1)(i1, . . . , im, x(1))×
× p(2)(im+1, . . . , in, x(2)), i1, . . . , in = 0, 1, 2, . . . ,

базисную систему

{e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0

пространства L2(T × R
n; ρ(x)):

e(i0, i1, . . . , in, t, x) = q(i0, t)p(i1, . . . , in, x),

i0, i1, . . . , in = 0, 1, 2, . . . ,

и базисную систему

{e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1))}∞i0,i1,...,im=0

пространства L2(T × R
m; ρ(1)(x(1))):

e(1)(i0, i1, . . . , im, t, x(1)) =

= q(i0, t)p(1)(i1, . . . , im, x(1)),

i0, i1, . . . , im = 0, 1, 2, . . .

Выбрать порядки усечения L0, L1, . . . , Ln

спектральных характеристик.
2. Вычислить матрицы-столбцы q(1, 0; t0) и

q(1, 0; t1) значений функций базисной системы
{q(i0, t)}∞i0=0 в точках t0 и t1 соответственно.
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3. Вычислить спектральную характеристику
�0(n, 0) плотности вероятности φ0(x) начально-
го состояния X0 и спектральную характеристику
F (n, 0) функции F (x).

4. Вычислить спектральные характеристики
P(n+ 1, n+ 1) и Pi(n+ 1, n+ 1) операторов диф-
ференцирования первого порядка по переменным t
и xi соответственно, i = 1, . . . , n; спектральные ха-
рактеристики Pij(n+ 1, n+ 1) операторов диффе-
ренцирования второго порядка по переменным xi

и xj , i, j = 1, . . . , n. Найти матрицу P (n+ 1, n+ 1),
используя (15).

5. Представить спектральные характеристики

Fi(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) ;

Gij(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0))

операторов умножения на функции
fi(t, x, u(t, x(1))) и gij(t, x, u(t, x(1))) соответственно
как функции матрицы U(m+ 2, 0), i, j = 1, . . . , n.

6. Найти спектральные характеристики
A(n+ 1, n+ 1;U(m+ 2, 0)) и A∗(n + 1, n + 1;
U(m+2, 0))по формулам (18) и (20) соответственно.

7. Представить спектральную характеристику
F0(n+ 1, 0;U(m+ 2, 0)) функции f0(t, x, u(t, x(1)))
как функцию матрицы U(m+ 2, 0).

8. Представить матрицу U(m+ 2, 0) (спект-
ральные характеристики U∗l (m+ 1, 0) координат
u∗l (t, x(1)), l = 1, . . . , q, оптимального управления
u∗(t, x(1))) как функцию спектральных характе-
ристик �∗(n+ 1, 0) и ā(n+ 1, 0) (при m = n пред-
ставить U(n+ 2, 0) как функцию спектральной ха-
рактеристикиā(n+ 1, 0)).

9. Найти спектральные характеристики
�∗(n+ 1, 0) и ā(n+ 1, 0), а также спектральные
характеристики U∗l (m+ 1, 0), l = 1, . . . , q, образу-
ющие матрицуU∗(m+ 2, 0), решая уравнения (21)–
(23) (или эквивалентную задачу безусловной опти-
мизации).

10. Применяя формулы обращения (24)–
(26), найти плотность вероятности φ∗(t, x) и
координаты u∗l (t, x(1)) оптимального управления
u∗(t, x(1)), l = 1, . . . , q, и, следовательно, получить
пару d∗m = (φ

∗(t, x), u∗(t, x(1))).
11. Подсчитать минимальное значение функци-

онала качества управления, используя (27).

Пример. Найти оптимальное управление для дву-
мерной системы (n = 2), описываемой уравнения-
ми:

dX1(t) = (X2(t) + u(t)) dt+ dW (t) , X1(0) = X10 ;

dX2(t) = 0 ; X2(0) = X20 ,

где T = [0, 1], X10 и X20 — независимые случай-
ные величины, имеющие стандартное нормальное

распределение. Ограничения на управление от-
сутствуют (u ∈ U = R), W (t) — одномерный стан-
дартный винеровский процесс, не зависящий от
X0 = [X10 X20]

T.
Функционал (4) задан следующим образом:

J(dm) =
1

2

1
∫

0

∫

R2

u2(t, x(1))φ(t, x) dtdx +

+
1

2

∫

R2

x21φ(1, x)dx .

Требуется найти оптимальное программное
управление u∗(t), оптимальное управление с не-
полной обратной связью u∗(t, x1), оптимальное
управление с полной обратной связью u∗(t, x1, x2)
(m = 0, 1, 2) и соответствующие значения функци-
оналов.

Выберем в качестве базисной системы про-
странстваL2(T )полиномы Лежандра {P (i0, t)}∞i0=0,
определенные на отрезке T , а для пространств
L2(R; ρ1(x1)) и L2(R; ρ2(x2)) — полиномы Эрмита
{G(i1, x1)}∞i1=0 и {G(i2, x2)}∞i2=0 [4, 6, 7, 14, 15, 17],
т. е.

p(i1, i2, x1, x2) = G(i1, x1)G(i2, x2) ,

i1, i2 = 0, 1, 2, . . . ;

e(i0, i1, i2, t, x1, x2) = P (i0, t)G(i1, x1)G(i2, x2) ,

i0, i1, i2 = 0, 1, 2, . . .

Базисная система {e(1)(i0, . . . , t, x(1))}∞i0,...=0 для
представления оптимального управления зави-
сит от степени информированности, а именно
при m = 0 она совпадает с {q(i0, t)}∞i0=0, т. е. с
{P (i0, t)}∞i0=0; приm = 1 определяется выражением

e(1)(i0, i1, t, x1) = P (i0, t)G(i1, x1) ,

i0, i1 = 0, 1, 2, . . . ;

при m = 2 совпадает с системой

{e(i0, i1, i2, t, x1, x2)}∞i0,i1,i2=0 .

Порядки усечения спектральных характеристик вы-
браны следующим образом: L0 = 6, L1 = L2 = 3.

Небольшой объем статьи не позволяет приве-
сти соотношения для определения оптимального
управления в этой задаче, поэтому ограничимся
результатами. При решении использовался метод
сведения к эквивалентной задаче безусловной ми-
нимизации с последующим применением методов
конфигураций (Хука–Дживса) [9] и имитации от-
жига [10]. Все численные расчеты были выполне-
ны с помощью специализированного программно-
го обеспечения Spectrum (см. приложение 2 и [19]),
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Рис. 2 График оптимального управления с неполной
обратной связью

предназначенного для решения задач анализа и
синтеза систем управления различных классов с
использованием спектральной формы математиче-
ского описания.

В результате вычислений при отсутствии инфор-
мации о координатах вектора состояния получено
оптимальное программное управление u∗(t) ≈ 0,
минимальное значение функционала качества
управления J(d∗0) ≈ 1,5. При управлении по не-
полному вектору состояния получено оптимальное
управление u∗(t, x1) (рис. 2), J(d∗1) ≈ 0,901. Гра-
фики оптимального управления с полной обратной
связью (сечения при x2 = 0 и x1 = 0) изображены
на рис. 3, J(d∗2) ≈ 0,846.

Таким образом, справедливо неравенство
J(d∗2) < J(d∗1) < J(d∗0), т. е. оптимальное управле-
ние с полной обратной связью обеспечивает наи-
лучшее качество, а оптимальное программное
управление — наихудшее.

Эти результаты хорошо согласуются с расчета-
ми, приведенными в [2]: для значений J(d∗0) и J(d∗2)
погрешность не превосходит величины 5 · 10−4.
Для значения J(d∗1) погрешность составила менее
3,0 · 10−3, однако приведенное в [2] значение J(d∗1)
тоже получено приближенно с некоторой погреш-
ностью.

Были проведены дополнительные расчеты с
использованием базисной системы обобщенных
функций Эрмита вместо полиномов Эрмита [17].
В этом случае погрешность расчета критерия и
оптимального управления была больше, что обу-
словлено свойствами обобщенных функций Эр-
мита, для ее уменьшения требуется увеличивать
порядки усечения спектральных характеристик
(расчеты проводились при L0 = 6, L1 = L2 = 3 и
L1 = L2 = 5).

5 Заключение
Основным результатом является методическое

обеспечение синтеза оптимального в среднем
управления нелинейными стохастическими систе-
мами, основанное на спектральной форме матема-
тического описания. Найдены спектральные ана-
логи соотношений для определения оптимального
управления и вычисления минимального значения
функционала. Практическая применимость раз-
работанного методического обеспечения базирует-
ся на развитом алгоритмическом и программном
обеспечении спектрального метода [4, 6, 7, 15–19].
Эффективность предложенного подхода продемон-
стрирована на решении модельной задачи синтеза
при различной информированности о векторе со-
стояния.

Спектральный метод синтеза может быть при-
менен и для более сложных нелинейных стохасти-

Рис. 3 Графики сечений оптимального управления с полной обратной связью
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ческих систем: со случайным периодом квантова-
ния и со случайной структурой [6, 20].

Приложение 1

Пусть m1 и m2 — заданные натуральные числа,
M = m1 +m2. Многомерной матрицей A(m1, m2)
размерности M называется упорядоченная совокупность
чисел ai1i2...im1

j1j2...jm2
, i1, i2, . . . , im1 , j1, j2, . . . , jm2 =

= 0, 1, 2, . . . Первые m1 индексов называются строч-
ными (i1, i2, . . . , im1 ), а остальные — столбцовыми
(j1, j2, . . . , jm2 ). Разделение множества индексов на
строчные и столбцовые позволяет задать структуру мно-
гомерной матрицы: обычно выделяют гиперквадратные
матрицы, у которых число строчных и столбцовых ин-
дексов совпадает, гиперстолбцовые матрицы, все индек-
сы которых строчные, и гиперстрочные матрицы, все
индексы которых столбцовые.

Матрицы A(m1, m2) = (ai1i2...im1
j1j2...jm2

) и
B(m1, m2) = (bi1i2...im1

j1j2...jm2
) называются равными,

если соответствующие элементы этих матриц равны:

ai1i2...im1
j1j2...jm2

= bi1i2...im1
j1j2...jm2

,

i1, i2, . . . , im1 , j1, j2, . . . , jm2 = 0, 1, 2, . . .

Суммой A(m1, m2) +B(m1, m2) матриц

A(m1, m2) = (ai1i2...im1
j1j2...jm2

) ;

B(m1, m2) = (bi1i2...im1
j1j2...jm2

)

называется матрица

C(m1, m2) = (ci1i2...im1
j1j2...jm2

) ,

если

ci1i2...im1
j1j2...jm2

= ai1i2...im1
j1j2...jm2

+

+ bi1i2...im1
j1j2...jm2

,

i1, i2, . . . , im1 , j1, j2, . . . , jm2 = 0, 1, 2, . . .

Матрица B(m1, m2) = (bi1i2...im1
j1j2...jm2

) на-
зывается произведением матрицы A(m1, m2) =
= (ai1i2...im1

j1j2...jm2
) на число α (B(m1, m2) =

= αA(m1, m2)), если

bi1i2...im1
j1j2...jm2

= αai1i2...im1
j1j2...jm2

,

i1, i2, . . . , im1 , j1, j2, . . . , jm2 = 0, 1, 2, . . .

Произведением A(m1, m3)B(m3, m2) матриц
A(m1, m3) = (ai1i2...im1

k1k2...km3
) и B(m3, m2) =

= (bk1k2...km3
j1j2...jm2

) называется матрица C(m1, m2) =
= (ci1i2...im1

j1j2...jm2
), если

ci1i2...im1
j1j2...jm2

=

=
∞
∑

k1,k2,...,km3
=0

ai1i2...im1
k1k2...km3

bk1k2...km3
j1j2...jm2

< ∞,

i1, i2, . . . , im1 , j1, j2, . . . , jm2 = 0, 1, 2, . . .

Тензорным произведением A(m1, m2) ⊗ B(m3, m4)
матриц A(m1, m2) = (ai1i2...im1

j1j2...jm2
) и B(m3, m4) =

= (bk1k2...km3
l1l2...lm4

) называется матрица

C(m1 +m3, m2 +m4) =

= (ci1i2...im1
k1k2...km3

j1j2...jm2
l1l2...lm4

) ,

если

ci1i2...im1
k1k2...km3

j1j2...jm2
l1l2...lm4

=

= ai1i2...im1
j1j2...jm2

bk1k2...km3
l1l2...lm4

,

i1, i2, . . . , im1 , k1, k2, . . . , km3 ,

j1, j2, . . . , jm2 , l1, l2, . . . , lm4 = 0, 1, 2, . . .

Для матрицы A(m1, m2) = (ai1i2...im1
j1j2...jm2

)
транспонированной матрицей называется матрица
AT(m2, m1) = (aj1j2...jm2

i1i2...im1
).

Гиперквадратная матрица A−1(m,m) называется
обратной для гиперквадратной матрицы A(m, m), если
справедливо равенство:

A−1(m, m)A(m,m) = A(m, m)A−1(m, m) =

= E(m,m) , (28)

где E(m,m) — единичная матрица, т. е. такая гиперква-
дратная матрица, что

B(m,m)E(m,m) = E(m,m)B(m,m) = B(m, m)

для любой гиперквадратной матрицы B(m,m).
Обращение многомерных матриц, как правило, сво-

дится к решению системы линейных уравнений относи-
тельно элементов матрицы A−1(m, m) (выражение (28) —
матричная запись этой системы).

Для многомерных матриц с конечным числом эле-
ментов, т. е. при условии, что значения индексов ограни-
чены, определены такие же понятия.

Приложение 2

Программное обеспечение Spectrum предназначено
для решения различных задач теории управления спект-
ральным методом [1, 4, 6, 7, 15], позволяющим свести ис-
ходную задачу, математическая модель которой содержит
дифференциальные, интегро-дифференциальные, инте-
гральные и разностные уравнения, в том числе с от-
клоняющимися аргументами, к системе уравнений для
коэффициентов разложения искомой характеристики по
функциям некоторой базисной системы. Ядро Spectrum

образуют модуль спектральных преобразований и мат-
ричный калькулятор.

Модуль спектральных преобразований позволяет:

– рассчитывать спектральные характеристики непре-
рывных и дискретных типовых воздействий (линей-
ной, показательной и тригонометрических функций,
единичной ступенчатой функции, импульсной δ-
функции и др.), плотностей вероятности типовых
распределений;
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– рассчитывать спектральные характеристики функ-
ций многих переменных, задаваемых как суперпози-
ции элементарных функций;

– рассчитывать первую и вторую спектральные плот-
ности непрерывных и дискретных типовых случай-
ных воздействий (например, белого шума);

– рассчитывать спектральные характеристики диффе-
ренциальных и разностных операторов, операторов
интегрирования и суммирования, операторов умно-
жения и сдвига (опережения и запаздывания), спек-
тральные характеристики множительного звена;

– рассчитывать спектральные характеристики непре-
рывно-дискретных звеньев: дискретного элемента
с бесконечно малым временем замыкания (звено с
непрерывным входом и дискретным выходом), экс-
траполятора нулевого порядка (дискретный вход, не-
прерывный выход);

– вычислять значения базисных функций;

– проводить обратное спектральное преобразование
спектральных характеристик.

При решении задач спектральным методом можно
использовать следующие системы ортонормированных
функций: полиномы Лежандра и Чебышева, тригономе-
трические функции, функции Уолша и Хаара, полиномы
и функции Лагерра, полиномы и функции Эрмита, обоб-
щенные функции Эрмита.

Для решения задач требуется задать алгоритм вычис-
лений в спектральной области в виде последовательности
формул, для ряда задач возможно автоматизированное
составление такой последовательности с помощью диа-
логового формирователя. При его применении пользова-
телю нужно указать необходимые параметры, такие как
порядок системы, коэффициенты уравнения, начальные
и краевые условия и т. п., по этим данным рассчитыва-
ются спектральные характеристики и формируется по-
следовательность формул, которая затем обрабатывается
матричным калькулятором.

При использовании диалогового формирователя
можно создавать проекты для следующих классов за-
дач теории управления: анализ линейных одномерных
систем управления при детерминированных и случайных
воздействиях [1, 4, 15]; анализ многомерных стохасти-
ческих систем [6, 7]; анализ многомерных непрерыв-
но-дискретных стохастических систем (многошаговых
стохастических систем); анализ многомерных стохасти-
ческих систем со случайной структурой [6]. Для других
задач, при решении которых может быть использован
спектральный метод, алгоритм вычислений можно вве-
сти с помощью редактора формул.

Матричный калькулятор поддерживает различные
операции алгебры многомерных матриц: сложение, вы-
читание, умножение на действительное число, умноже-
ние, тензорное умножение, транспонирование, нахожде-
ние обратной или псевдообратной матрицы, возведение
в степень с натуральным показателем. Возможно вычис-
ление нормы матрицы и построение сечений. Преду-
смотрена возможность агрегатирования и декомпозиции
многомерных матриц.

При решении задач синтеза оптимального управле-
ния (или любых других задач, соотношения для решения
которых в спектральной области представляют собой сис-
тему нелинейных уравнений) могут быть использованы
методы безусловной оптимизации: метод конфигураций,
адаптивный случайный поиск, метод наилучшей пробы,
метод сопряженных направлений, метод деформируемо-
го многогранника [9], метод имитации отжига и метод
частиц в стае [10].

Для семантического контроля корректности произ-
водимых матричным калькулятором операций введена
классификация матриц и векторов (спектральные харак-
теристики функций, спектральные характеристики ли-
нейных операторов, матрицы-столбцы значений базис-
ных функций и т. д.), что позволяет избежать смысловых
ошибок в ходе решения задач. Например, результат умно-
жения спектральных характеристик линейных операто-
ров будет отнесен к этому же классу, напротив, сложе-
ние спектральной характеристики линейного оператора
и матрицы значений базисных функций будет восприня-
то как семантическая ошибка.
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