
В.А. Романов, К.А. Рыбаков 
 

АНАЛИЗ ЛИНЕЙНЫХ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

В БАЗИСЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЭРМИТА  
 

Введение 
Для представления функций рядами по ортогональным функциям на всем 

множестве действительных чисел широкое распространение получили полино-
мы и функции Эрмита [2, 3]. Функции Эрмита удобны для представления квад-
ратично интегрируемых функций ( )f x , хотя при некоторых допущениях, воз-
можно представление функций, которые этому условию не удовлетворяют; до-
пустимо представление и обобщенных функций [8]. В случае, когда ( ) 0f x →/  
при x →∞ , обычно применяются полиномы Эрмита. Существуют также базис-
ные системы, порожденные вейвлетами, но их использование осложнено отсут-
ствием явных формул, задающих базисные функции, за редким исключением, 
например, системы функций, порожденных вейвлетом Хаара [7]. 

В данной работе предлагается рассмотреть систему обобщенных функций 
Эрмита, которые ортогональны с весовой функцией, аналогичной по структуре 
весовой функции полиномов Эрмита, при этом они являются квадратично ин-
тегрируемыми на всем множестве действительных чисел. Стоит отметить, что 
полиномы Эрмита и функции Эрмита являются частным случаем рассматри-
ваемых обобщенных функций Эрмита. 

Эта работа важна в плане развития спектральной формы математического 
описания систем управления [3, 7, 8]. Несмотря на то, что в первую очередь 
система обобщенных функций Эрмита предназначена для решения задач анали-
за и синтеза нелинейных стохастических систем управления, здесь затрагивает-
ся более простая задача, а именно задача анализа линейных детерминирован-
ных систем управления. 

В работе дано определение обобщенных функций Эрмита и получены 
формулы для расчета спектральных характеристик операторов умножения, 
дифференцирования и интегрирования (двумерных нестационарных передаточ-
ных функций элементарных звеньев систем управления: усилительного, диф-
ференцирующего и интегрирующего). Приведен пример применения спек-
тральной формы математического описания с использованием обобщенных 
функций Эрмита к задаче анализа линейной детерминированной системы 
управления. 

 
Обобщенные функции Эрмита 
Как и в работе [5], будем рассматривать полиномы Эрмита второго рода 
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Функции Эрмита определяются следующим образом: 
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Для представления функций рядами, как правило, удобнее использовать 
ортонормированные системы, поэтому обозначим через , ( )m D

jg x  нормирован-

ные полиномы Эрмита, а через , ( )m D
j xϕ  – нормированные функции Эрмита [5]: 
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Далее рассмотрим функции 
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где числовой параметр α  может принимать любые значения из отрезка [0,1] . 
Нетрудно видеть, что при 1α =  функции , , ( )m D
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В приведенном соотношении ( ) ( )2 ( , ); ( )
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будем называть нормированными обобщенными функциями Эрмита (при 1α =  
они совпадают с нормированными полиномами Эрмита , ( )m D

jg x , а при 0α =  – с 

нормированными функциями Эрмита , ( )m D
j xϕ ). 
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Для полиномов Эрмита ( )jG x  справедлива рекуррентная формула [2, 5] 
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Спектральные характеристики линейных операторов 
С использованием определения обобщенных функций Эрмита и рекур-

рентных формул (8) и (13), получены соотношения для вычисления спектраль-
ных характеристик линейных операторов: умножения, дифференцирования и 
интегрирования. Эти соотношения требуются для решения задачи анализа вы-
ходных процессов линейных детерминированных нестационарных систем 
управления (как при детерминированных, так и при случайных воздействиях) с 
помощью спектральной формы математического описания [1, 7, 8]. 

Важно отметить, что приведенные далее соотношения могут быть полез-
ными и для более сложных задач: анализа и синтеза нелинейных детерминиро-
ванных и стохастических систем управления [3, 4, 6]. 
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3. Спектральная характеристика ( )n n
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При 1α =  для расчета элементов спектральных характеристик операторов 
интегрирования необходимо использовать соотношения, полученные в [5] для 
полиномов Эрмита. 

 
Применение обобщенных функций Эрмита для анализа линейных 

детерминированных систем управления 
Предположим, что линейная детерминированная система управления 

описывается укороченным дифференциальным уравнением [1] 
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Здесь ( )f x  – входной сигнал, ( )u x  – выходной сигнал, ( )na x , ... , 1( )a x , 0 ( )a x  – 
заданные функции, x  – независимая переменная (время). 

Задача анализа состоит в нахождении выходного сигнала ( )u x  по уравне-
нию системы, заданным входному сигналу ( )f x  и начальным условиям 

( 1) ( 1)
0 0 0(0) , (0) , ..., (0) .n nu u u u u u− −′ ′= = =  (22)



Рассмотрим случай нулевых начальных условий: ( 1)
0 0 0... 0nu u u −′= = = = . 

Согласно алгоритму анализа систем рассматриваемого класса с использованием 
спектральной формы математического описания [1, 7, 8], спектральная характе-
ристика U  выходного сигнала ( )u x  определяется выражением 

[ ]T0 1 2 ... ,U W F u u u= ⋅ =  (23)
в котором F  – спектральная характеристика входного сигнала ( )f x , а W  –
двумерная нестационарная передаточная функция линейной системы (21): 
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где 1P− , ... , 1nP− + , nP−  – спектральные характеристики операторов интегриро-
вания, а nA , ... , 1A , 0A  – спектральные характеристики операторов умножения 
на функции ( )na x , ... , 1( )a x , 0 ( )a x  соответственно. Все перечисленные спек-
тральные характеристики определены относительно одной и той же базисной 
системы. 

В более общем случае при ненулевых условиях и правой части уравнения 
(21) вида ( )
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заданные функции, алгоритм решения задачи анализа незначительно модифи-
цируется [1]. Кроме того, выражение (24) для матрицы W  можно записать с ис-
пользованием спектральных характеристик операторов дифференцирования P , 

2P , ... , nP . 
Выходной сигнал определяется коэффициентами разложения ju  (при 

усечении спектральных характеристик выходной сигнал определяется прибли-
женно). 

Пример. Рассмотрим задачу анализа линейной системы, которая описыва-
ется дифференциальным уравнением второго порядка 
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при нулевых начальных условиях и входном сигнале 
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Спектральная характеристика F  входного сигнала имеет вид 
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Двумерная нестационарная передаточная функция линейной системы (25) 
выражается следующим образом: 
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где 1P−  и 2P−  – спектральные характеристики операторов интегрирования, а 2A , 
1A  и 0A  – спектральные характеристики операторов умножения на функции 

2 ( ) 1a x = , 1( ) 5a x =  и 2
0 ( )a x x=  соответственно. Тогда спектральная характери-



стика U  выходного сигнала ( )u x  определяется формулой (23), а приближенное 
решение задачи анализа – формулой 

1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ).
N N N

N j j ji i j
j j i

u x u x u e x W f e x
− − −

= = =

⎛ ⎞≈ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (30)

Для численных расчетов положим 0m =  и 1
2D =  и найдем функцию 

( )Nu x  при различных N  и α . Для сравнения точного решения  
22 ( 3)( ) e xu x x − −=  

с приближенным ( )Nu x  найдем погрешность как норму разности ( ) ( )Nu x u x−  в 
пространстве ( )2 ( , ); ( )L xαω−∞ +∞ . Результаты расчетов приведены в таблице 1, 
эти расчеты показывают, что значение погрешности убывает с ростом порядка 
усечения N  спектральных характеристик (кроме случая 1α =  и 16N = ). 

 
Таблица 1. Погрешности аппроксимации функции ( )u x  при различных  α  и N  

 

 0α =  1
3α =  1

2α =  1α =  
4N =  11.433 1.773 0.801 0.102 
8N =    4.778 0.214 0.131 0.050 

16N =    0.679 0.024 0.018 0.051 
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