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Введение. В работе рассматривается применение спектрального метода к 
решению задачи синтеза оптимального программного управления и оптималь-
ного управления с обратной связью для одномерной стохастической системы 
[1, 3]. 

Основной целью является изучение возможностей применения обобщен-
ных функций Эрмита [5] в подобных задачах. Преимущество обобщенных 
функций Эрмита (полной ортонормированной системы функций) состоит в 
том, что ими можно аппроксимировать как функции, для которых выполнено 
условие квадратичной интегрируемости на множестве действительных чисел, 
так и функции, для которых это условие не выполняется, в том числе и неогра-
ниченные функции. 

При решении рассматриваемой задачи базой послужила методика синтеза 
оптимальных стохастических систем спектральным методом [3], а также полу-
ченные в [5] соотношения для расчета спектральных характеристик операторов 
умножения и дифференцирования (двумерных нестационарных передаточных 
функций элементарных звеньев систем управления: усилительного и диффе-
ренцирующего), спектральной характеристики множительного звена относи-
тельно обобщенных функций Эрмита. 

Постановка задачи. Для одномерной нелинейной стохастической систе-
мы, описываемой уравнением Ито 
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где [0,1]t T∈ = , X R∈  – состояние системы, u R∈  – управление, ( )W t  – вине-
ровский процесс, не зависящий от 0X , найти оптимальное управление при раз-
личных случаях информированности о векторе состояния: 

а) ( )u t  (программное управление); 
б) ( ) ( , ( ))u t u t X t=  (управление с обратной связью). 
Начальное состояние 0X  имеет стандартное гауссовское распределение, 

задаваемое плотностью вероятности 0 ( )xφ , а функционал качества управления 
определен следующим образом: 
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где ( )u t  представляет собой функции ( )u t  или ( , ( ))u t X t  в зависимости от сте-
пени информированности о состоянии, ( , )t xφ  – плотность вероятности состоя-
ния системы, M  – знак математического ожидания. 

Соотношения для нахождения оптимального управления. Запишем 
соотношения для нахождения оптимального программного управления и 
управления с обратной связью в этой задаче [1]. В случае программного управ-
ления они имеют вид 
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Применяя необходимые и достаточные условия экстремума, получаем 
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При управлении с обратной связью имеем 
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следовательно, оптимальное управление с обратной связью и соответствующую 
плотность вероятности состояния можно найти из системы уравнений 
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В отличие от первого случая при наличии информации о состоянии сис-
темы уравнение для вспомогательной функции ( , )t xψ  с учетом последнего ра-
венства решается независимо от уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова 
(уравнения для плотности вероятности *( , )t xφ  состояния). 



Применение спектральной формы математического описания систем 
управления. Для перехода в спектральную область [3, 4] выберем в качестве 
базисной системы пространства 2 ( ; ))(L Q xρ  систему функций 
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где 
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=  – система полиномов Лежандра, определенная на отрезке 

[0,1]T =  и представляющая собой базис пространства 2 ( )L T ; 
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тема обобщенных функций Эрмита [5], образующая базис пространства 
2 ( ; ))(L R xρ ; ( )xρ  – весовая функция. 

Перечислим обозначения спектральных характеристик (СХ), которые бу-
дут далее использоваться (будем придерживаться терминологии и обозначений, 
принятых в [3, 4]): (2,2)P  – СХ оператора дифференцирования по времени с 
учетом значения функции в начальный момент, 1(2,2)P  и 11(2,2)P  – СХ опера-
торов дифференцирования по переменной x  первого и второго порядков соот-
ветственно, *(2,0)Φ  и (2,0)Ψ  – СХ функций *( , )t xφ  и ( , )t xψ , *(2,0)U  – СХ оп-
тимального управления с обратной связью, (2,4)V  – СХ множительного звена 
(эти СХ определены относительно базисной системы 
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= ). 
Далее, 0(1,0; )q t  и 1(1,0; )q t  – матрицы-столбцы значений функций 
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=  в точках 0t  и 1t  соответственно, *(1,0)U  – СХ оптимального про-
граммного управления, 0 (1,1)A  – СХ оператора умножения на функцию t− , 

0 (1,2)V  – СХ множительного звена (перечисленные СХ определены относи-
тельно 

00 0
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= ). 
Наконец, (0,1)J  – СХ линейного функционала, ставящего в соответствие 

функции переменной x  интеграл от этой функций по всему множеству дейст-
вительных чисел, (1,1)R  – СХ оператора умножения на весовую функцию ( )xρ , 

0 (1,0)Φ  – СХ плотности вероятности 0 ( )xφ  начального состояния 0X , (1,0)F  – 
СХ функции 21

2 x , (1,1)A  – СХ оператора умножения на функцию | |e x− , (1,0)I  – 
СХ функции ( ) 1h x =  (перечисленные СХ определены относительно 
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ˆ{ ( , )}iE i x ∞

= ). 
Соотношения для нахождения оптимального программного управления 

в спектральной форме математического описания для общего случая приведены 
в [3]. В рассматриваемой задаче, они преобразуются к виду 

*
0

* *(2,2) (2,0) (2,0) (2,2; (1,0)) (2,0),P B A U⋅Φ − = ⋅Φ  
T * * *

1 0(2,2) (2,0) (2,0) (2,2; (1,0)) (2,0) (2,0; (1,0)),P B A U F U⋅Ψ + = ⋅Ψ −  
* 1 *

1(1,0) ( (1,1) (0,1)) ( (1,1) (1,1)) ( (2,4) (2,0)) ( (2,2) (2,0)),U E J E R PV−= ⊗ ⋅ ⊗ ⋅ Φ ⋅ ⋅Ψ  
где 

1
1 112(2,2; (1,0)) (2,2) (2,2; (1,0)) (2,2),P PA U F U= − ⋅ + ⋅  

* 1
1 112(2,2; (1,0)) (2,2; (1,0)) (2,2) (2,2),A U F U P P= ⋅ + ⋅  



0 0 0 1 1(2,0) (1,0; ) (1,0), (2,0) (1,0; ) (1,0).B q t B q t F= ⊗Φ = ⊗  
Здесь учтено, что коэффициент диффузии не зависит от управления и то-

ждественно равен единице, следовательно, СХ оператора умножения на эту 
функцию равна четырехмерной единичной матрице (2,2)E . Коэффициент сно-
са выражается следующим образом ( (1,1)E  – двумерная единичная матрица): 

0 0(2,2; (1,0)) (1,1) (1,1) ( (1,2) (1,0)) (1,1),F U A A V U E= ⊗ + ⊗  
кроме того 
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Эквивалентная задача безусловной минимизации имеет вид 
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Для нахождения оптимального управления с обратной связью использу-

ются следующие соотношения [3]: 
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в которых 
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с учетом того, что 
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Запишем эквивалентную задачу безусловной минимизации: 

(2,0)
( (2,0)) (2,0; (2,0)) min ,J Ψ Ψ
Ψ = Δ Ψ →  

где 
T

1(2,0; (2,0)) (2,2) (2,0) (2,0)P BΨΔ Ψ = ⋅Ψ + −  
*

1 0 1(2,2; (2,2) (2,0)) (2,0) (2,0; (2,2) (2,0)),P PA F− ⋅Ψ ⋅Ψ + ⋅Ψ  
после решения которой и нахождения СХ (2,0)Ψ  и *(2,0)U  СХ *(2,0)Φ  опре-
деляется из соотношения 

* 1
1 0(2,0) ( (2,2) (2,2; (2,2) (2,0))) (2,0).P A P B−Φ = − ⋅Ψ ⋅  

Минимальное значение функционала J  вычисляется следующим обра-
зом: 
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0( (1,0; ) (1,0)) ( (1,1) (1,1)) (2,0),J q t E R−= − ⊗Φ ⋅ ⊗ ⋅Ψ  
а оптимальное управление определяется с помощью обратного спектрального 
преобразования [3, 4]: * 1 *( ) [ (1,0)]u t S U−= , * 1 *( , ) [ (2,0)]u t x S U−= . 

Для приближенного решения приведенных выше задач безусловной ми-
нимизации были выбраны порядки усечения спектральных характеристик [3, 
4]: 0 1 8L L= =  (число функций базисных систем 
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пользуемых для представления *( , )t xφ , ( , )t xψ  и оптимального управления); 
параметры обобщенных функций Эрмита: 0m = , 1D = , 3

4α = ; поиск мини-
мального значения функционала J  осуществлялся методом конфигураций [2]. 
В результате вычислений получены следующие данные: * 1.053J ≈  для опти-
мального программного управления и * 0.611J ≈  для оптимального управления 
с обратной связью. Дополнительные расчеты (параметры обобщенных функций 
Эрмита: 0m = , 1D = , 1

2α = ) привели к схожему результату: * 1.013J ≈  для оп-
тимального программного управления и * 0.602J ≈  для оптимального управле-
ния с обратной связью. 

Проведенные расчеты свидетельствуют о возможности применения 
обобщенных функций Эрмита для приближенного решения задач синтеза оп-
тимального управления нелинейными стохастическими системами спектраль-
ным методом. 
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