
2010  НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК МГТУ ГА № 157 
 

 
УДК 519.3 
 
 
АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

 
К.А. РЫБАКОВ, З.Р. ХАКИМОВ 

 
Статья представлена доктором физико-математических наук, профессором Пантелеевым А.В. 
 
В статье рассматривается метод решения линейных уравнений Фредгольма и Вольтерра с применением спек-

тральной формы математического описания. В основе метода лежит представление искомого решения совокупно-
стью коэффициентов разложения в ряд Фурье по полной ортонормированной системе функций (базисной системе), 
что позволяет свести задачу к решению системы линейных алгебраических уравнений, вид которой инвариантен к 
выбору базисной системы. 
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Введение 
 
Теория интегральных уравнений (и ее часть, посвященная линейным интегральным уравне-

ниям) является важным разделом современной математики. Многие физические задачи, задачи 
обработки результатов измерений приводят к интегральным уравнениям, поэтому развитие ме-
тодов их решения представляется актуальным [1, 2]. 

Стоит отметить, что для многих интегральных уравнений не удается найти точного анали-
тического решения, это приводит к необходимости использовать различные приближенные ме-
тоды, например, методы, основанные на замене ядра уравнения, сведение интегрального урав-
нения к дифференциальному уравнению, метод квадратур, операционный метод и пр. При этом 
выбор метода зачастую зависит от типа самого уравнения. 

В данной работе предлагается метод решения линейных интегральных уравнений, основан-
ный на использовании спектральной формы математического описания, составляющей единый 
подход к решению линейных операторных уравнений (в том числе дифференциальных, разно-
стных и др.). 

 

1. Постановка задачи 
 

Будем рассматривать линейные интегральные уравнения вида 

                                                 ( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

x t K t s x s ds f t− =∫ ,   a t b≤ ≤                                          (1) 

и 

                                                        ( , ) ( ) ( )
b

a

K t s x s ds f t=∫ ,   a t b≤ ≤ ,                                          (2) 

где ( )x t  – искомая функция; ( , )K t s  – ядро; ( )f t  – свободный член. Функции ( , )K t s  и ( )f t  за-
даны. Эти уравнения называются уравнениями Фредгольма второго и первого рода соответст-
венно. 

Предполагается, что выполнены условия 

                                                    2| ( , ) |
b b

a a

K t s dtds < ∞∫ ∫ ,   2| ( ) |
b

a

f t dt < ∞∫ .                                    (3) 
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В соотношениях (1), (2) и, следовательно, в (3) величины a  и b  могут принимать беско-
нечные значения, т.е. a = −∞  и b = +∞ , поэтому далее будем обозначать промежуток изменения 
переменной t  через T  ( t T∈ ). Таким образом, T  может представлять собой отрезок [ , ]a b , по-
лубесконечный интервал или все множество действительных чисел. 

Уравнения (1) и (2) с учетом введенного обозначения будем записывать в операторной 
форме 

                                                                   ( ) ( )x t f t=K ,                                                                (4) 
где K  – линейный оператор, определяемый соотношением 

( ) ( ) ( , ) ( )
T

x t x t K t s x s ds= − ∫K  

для уравнения Фредгольма второго рода и 

( ) ( , ) ( )
T

x t K t s x s ds= ∫K  

для уравнения Фредгольма первого рода. Задача решения интегрального уравнения заключает-
ся в нахождении функции ( )x t , которая обращает его в тождество при заданных функциях 

( , )K t s  и ( )f t . 
В частном случае, если ( , ) 0K t s =  при s t≥ , уравнения (1) и (2) записываются в форме 

( ) ( , ) ( ) ( )
t

a

x t K t s x s ds f t− =∫  и  ( , ) ( ) ( )
t

a

K t s x s ds f t=∫  

соответственно. Они называются уравнениями Вольтерра и аналогичным образом записывают-
ся в операторной форме. 

Далее предполагается, что существует единственное решение ( )x t  рассматриваемых урав-
нений, при этом 

2| ( ) |
b

a

x t dt < ∞∫ . 

2. Использование спектральной формы математического описания для решения 
линейных интегральных уравнений 

 

Напомним [3, 4], что в основе спектрального метода лежит представление функций сово-
купностью коэффициентов разложения их в ряд Фурье по полной ортонормированной системе 
функций. Если 0{ ( , )} ip i t ∞

=  – полная ортонормированная система функций, образующая базис 

пространства 2( )L T  (базисная система), то функция 2( ) ( )x t L T∈  может быть представлена в ви-

де ряда 

0

( ) ( , )i
i

x t x p i t
∞

=
=∑  

на множестве T , где коэффициенты разложения ix  вычисляются по следующему правилу 

                                                     ( , ) ( )i

T

x p i t x t dt= ∫ ,   0,1,2,...i =                                                 (5) 

Упорядоченная совокупность коэффициентов разложения ix , представленная в виде беско-

нечной матрицы-столбца [3–5], называется спектральной характеристикой функции ( )x t , а ото-
бражение, ставящее в соответствие функции ее спектральную характеристику, называется спек-
тральным преобразованием и обозначается через S  
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 [ ( )]X S x t= ,   

0

1

2

x

x
X

x

 
 
 =
 
 
 ⋮

. (6) 

Обратный переход от спектральной характеристики к исходной функции осуществляется с 
помощью обратного спектрального преобразования 

 1

0

( ) [ ] ( , )i
i

x t S X x p i t
∞

−

=
= =∑ ,   t T∈ . (7) 

Линейному оператору A , заданному на пространстве 2( )L T , ставится в соответствие бес-

конечная матрица (спектральная характеристика оператора A ) [3–5], элементы ija  которой оп-

ределяются соотношением 

 ( , ) ( , )ij

T

a p i t p j t dt= ∫ A ,   , 0,1,2,...i j =  (8) 

Отображение, ставящее в соответствие линейному оператору его спектральную характери-
стику, также называется спектральным преобразованием 

 [ ]A S= A ,   
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 =
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

. (9) 

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям уравнения (4) 
[ ( )] [ ( )]S x t S f t=K . 

Согласно свойствам спектрального преобразования [4], [ ( )]S x tK  можно представить в виде 
произведения [ ] [ ( )]S S x t⋅K . Таким образом, получаем уравнение 

K X F⋅ = , 
в котором X  и F  – спектральные характеристики функций ( )x t  и ( )f t  соответственно (5), (6), 
а K  – спектральная характеристика линейного оператора K  (8), (9). 

Это линейное уравнение относительно спектральной характеристики X  искомой функции 
( )x t  (система линейных уравнений относительно коэффициентов разложения ix ), его решение 

имеет вид 
1X K F−= ⋅ , 

где 1K −  – обратная матрица по отношению к матрице K  [5].  
 

3. Алгоритм решения интегрального уравнения спектральным методом 
 

1. Выбрать базисную систему 0{ ( , )} ip i t ∞
=  пространства 2( )L T . 

2. Вычислить: 
а) спектральную характеристику K  линейного оператора K  (8), (9). 
В случае решения уравнения Фредгольма второго рода [ ]K S= K , 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ij ij

T T T T

k p i t p j t K t s p j s ds dt p i t K t s p j s ds dtδ
   

= − = −   
   

∫ ∫ ∫ ∫ , (10) 

, 0,1,2,...i j = , 

где                                                                   
1, ,

0, .ij

i j

i j
δ

=
=  ≠
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Для уравнения Фредгольма первого рода эти соотношения проще, а именно 

 [ ]K S= K ,   ( , ) ( , ) ( , )ij

T T

k p i t K t s p j s ds dt
 

=  
 

∫ ∫ ,   , 0,1,2,...i j = ; (11) 

б) спектральную характеристику F  функции ( )f t  (5), (6) 

 [ ( )]F S f t= ,   ( , ) ( )i

T

f p i t f t dt= ∫ ,   0,1,2,...i =  (12) 

3. Найти спектральную характеристику X  функции ( )x t , используя соотношение 

 1X K F−= ⋅ . (13) 
4. По формуле обращения (7) найти искомую функцию 

 
0

( ) ( , )i
i

x t x p i t
∞

=
=∑ . (14) 

Замечания. 
1. Для уравнения Вольтерра формулы (10) и (11) будут иметь аналогичный вид 

 [ ]K S= K ,   ( , ) ( , ) ( , )
t

ij ij

T a

k p i t K t s p j s ds dtδ
 

= −  
 

∫ ∫ ,   , 0,1,2,...i j =  (15) 

или 

 [ ]K S= K ,   ( , ) ( , ) ( , )
t

ij

T a

k p i t K t s p j s ds dt
 

=  
 

∫ ∫ ,   , 0,1,2,...i j =  (16) 

2. Операции над бесконечными матрицами (сложение, умножение, возведение в степень и 
т.п.) аналогичны соответствующим операциям над матрицами с конечным числом элементов 
[5]. Тем не менее, при практических расчетах бесконечные матрицы «усекаются» и, таким обра-
зом, решение интегрального уравнения приближенно ищется в виде 

1

0

( ) ( , )
L

i
i

x t x p i t
−

=
=∑ , 

т.е. в виде линейной комбинации первых L  функций базисной системы. Число L  называется 
порядком усечения спектральных характеристик. При этом в формулах (5), (8), (10)–(12) и (14)–
(16)  индексы i  и j  принимают значения 0,1, , 1L −… . При усечении спектральных характери-
стик K  представляет собой квадратную матрицу размеров L L× , а X  и F  – матрицы-столбцы 
размеров 1L× . 

3. В качестве базисных систем, заданных на различных отрезках, могут быть использованы 
полиномы Лежандра, тригонометрические функции, функции Уолша и Хаара, для полубеско-
нечного интервала [0, )+∞  – функции Лагерра, а для множества действительных чисел ( , )−∞ +∞  
– функции Эрмита [4, 6, 7]. Приведем соотношения, задающие наиболее часто используемые 
базисные системы (для отрезка [0, ]τ ): 

а) полиномы Лежандра 

 
2

0

2 1 ( )!ˆ( , ) ( 1)
( !) ( )!

vi
i v

v
v

i t i v
P i t

v i vτ τ
−

=

+ += −
−∑ ,   0,1,2,i = … ; (17) 

 
б) косинусоиды 

 

1
, 0,

ˆ ( , )
2

cos , 1,2,3,...;

i
C i t

i t
i

τ
π

τ τ


=

= 
 =

 (18) 
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в) функции Уолша 

 

{ : 1}

1
, 0,

ˆ ( , )
1

( , ), ...1,2,3, ,
kk a

i

i t

r k t i

τ

τ =


=

Ω = 
 =



∏
 (19) 

где функции  

2
( , ) sign sin

k t
r k t

π
τ

  
=   

  
 

называются функциями Радемахера, ka  – коэффициенты в двоичном представлении числа i . 

Пример. Решить интегральное уравнение 

0

( ) ( ) ( ) 1
t

tx t t s x s ds e−+ − = −∫ . 

В данном случае рассматривается уравнение Вольтерра второго рода 
0a = , ( , ) ( )K t s t s= − − , ( ) 1 tf t e−= − . 

Оператор K  задается в виде 

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

x t x t t s x s ds= + −∫K . 

Будем искать решение задачи на отрезке [0,1]T = , используя различные базисные системы. 

1. Выберем в качестве базиса пространства 2([0,1])L  систему 0
ˆ{ ( , )} iP i t ∞

=  полиномов Лежан-

дра (17) при 1τ = . 
2. Вычислим спектральные характеристики оператора K  и свободного члена интегрального 

уравнения (функции ( )f t ) относительно системы полиномов Лежандра. 

Элементы ijk  спектральной характеристики K  линейного оператора K  определяются вы-

ражением (15) 
1

0 0

ˆ ˆ( , ) ( ) ( , )
t

ij ijk P i t t s P j s ds dtδ
 

= + − 
 

∫ ∫ ,   , 0,1,2,...i j = , 

1, ,

0, ,ij

i j

i j
δ

=
=  ≠

 

а для вычисления координат if  спектральной характеристики F  функции ( ) 1 tf t e−= −  исполь-

зуется соотношение (12) 
1

0

ˆ( , )(1 )t
if P i t e dt−= −∫ ,   0,1,2,...i =  

3. Найдем спектральную характеристику X  функции ( )x t : 1X K F−= ⋅ . 
4. По формуле обращения (14) найдем искомую функцию 

0

ˆ( ) ( , ).i
i

x t x P i t
∞

=
=∑  

Для других базисных систем, а именно косинусоид 0
ˆ{ ( , )} iC i t ∞

=  и функций Уолша 0
ˆ{ ( , )} ii t ∞

=Ω  

(18) и (19) следует применить ту же последовательность действий. 
В явном виде получить выражения для коэффициентов ix  достаточно сложно, поэтому 

воспользуемся процедурой «усечения» спектральных характеристик (п. 2 замечания) и получим 
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приближенные решения при различных порядках усечения. Так, на рис. 1 изображены графики 
приближенных решений, найденных спектральным методом при 8L =  с использованием раз-
личных базисных систем (цифрой 1 обозначен график приближенного решения, полученного с 
помощью полиномов Лежандра, цифрами 2 и 3 – с использованием косинусоид и функций 
Уолша соответственно), и график точного решения [8] 

0

( ) 1 sin( )(1 )
t

t sx t e t s e ds− −= − − − −∫  

(он совпадает с графиком приближенного решения, полученного с помощью полиномов Лежандра). 
 

 
 

Рис. 1. Графики точного и приближенного решений интегрального уравнения 

Далее, в табл. 1 приведены погрешности вычисления приближенных решений в сравнении 
с точным (норма разности точного и приближенного решений в пространстве 2([0,1])L ) для вы-

бранных базисных систем и различных порядков усечения. 
Для данного примера наилучшая точность достигается при использовании полиномов Ле-

жандра, однако использование косинусоид и функций Уолша тоже дает приемлемый результат 
особенно с учетом того, что с увеличением порядка усечения спектральных характеристик по-
грешность уменьшается. 

Таблица 1 
 

                                    Порядок усечения L  
Базисная система       

4 8 16 

Полиномы Лежандра 0
ˆ{ ( , )} iP i t ∞

=  57.2 10−⋅  101.7 10−⋅  73.5 10−⋅  

Косинусоиды 0
ˆ{ ( , )} iC i t ∞

=  21.2 10−⋅  34.0 10−⋅  31.4 10−⋅  

Функции Уолша 0
ˆ{ ( , )} ii t ∞

=Ω  24.3 10−⋅  22.2 10−⋅  21.3 10−⋅  
 

Заключение 
 

Предложенный метод, основанный на спектральной форме математического описания, яв-
ляется достаточно универсальным, он удобен для реализации на ЭВМ, поскольку решение ин-
тегрального уравнения сводится к системе линейных алгебраических уравнений. При прибли-
женном решении точность метода зависит от выбора базисной системы и порядка усечения 
спектральных характеристик. 
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APPLICATION OF THE SPECTRAL METHOD TO LINEAR INTEGRAL EQUATIONS 
 

Rybakov K.A., Khakimov Z.R. 
 

We suggest the new approach to solve linear integral equations (Fredholm and Volterra equations) with using the 
spectral form of mathematical description. The proposed method allows to transform linear integral equation into the linear 
algebraic equations, and to arrive at a solution in an explicit form.  

 
Key words: integral equations, basic systems of functions, spectral transformation. 
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