
Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 7, 2006Ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìûPACS 02.30.Yy © 2006 ã. Ê.À. �ÛÁÀÊÎÂ,È.Ë. ÑÎÒÑÊÎÂÀ, êàíä. �èç.-ìàò. íàóê(Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò)ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÎÉ Ï�È ÍÅÏÎËÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈÎ ÂÅÊÒÎ�Å ÑÎÑÒÎßÍÈßÏîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å óïðàâëåíèÿíåëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé ïðè íåïîë-íîé èí�îðìàöèè î âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êàê äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìèíèìèçèðóåìîãî �óíê-öèîíàëà, òàê è äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî â ñðåäíåì óïðàâëåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÑèñòåìû ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìóëü-òèðåæèìíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî ñêà÷êî-îáðàçíîå èçìåíåíèå îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ èëè ñòðóêòóðû, ò.å. ñîâîêóïíîñòè ýëå-ìåíòîâ è ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Ìîäåëü ñèñòåì ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé èìååò êîíå÷-íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, èëè ñòðóêòóð, ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèò âñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ñ âåðîÿòíîñòüþ, çàâèñÿùåé â îáùåì ñëó÷àå îò âåêòî-ðà ñîñòîÿíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ñòðóêòóðûìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå ñèñ-òåìû íàçûâàþò ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïåðåõîäàìè [1, 2℄. Ê ýòîìó êëàññóîòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñëåäÿùèì ðàäèîëîêàòîðîì ñî ñëó÷àéíîéïåëåíãàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé, ñèñòåìû ïîèñêà è çàõâàòà èí�îðìàöèîííîãî ñèã-íàëà â çàäà÷àõ íàâèãàöèè è óïðàâëåíèÿ ïîëåòîì ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ ñ âîçìîæíûì îòêàçîì ýëåìåíòîâ [1�3℄.Â [1, 3℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îá-ðàòíîé ñâÿçüþ ñ ó÷åòîì ñìåíû ñòðóêòóðû â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïî ïëîòíîñòè âåðîÿò-íîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå íå âñåãäà åñòüâîçìîæíîñòü èçìåðåíèÿ âñåõ êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, è ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ,êîãäà �óíêöèîíàë êà÷åñòâà ëèíååí ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ,ñóæàåò êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, îñíîâàííûåíà ïðèíöèïå ðàñøèðåíèÿ Â.Ô. Êðîòîâà [4℄, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè, ïðåäëîæåí-íîé À.Â. Ïàíòåëååâûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé [5℄.Äðóãàÿ �îðìà óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ òàêèõ ñèñòåì áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ62



Ì.Ì. Õðóñòàëåâà [6℄. �åçóëüòàòû [5, 6℄ îáîáùàþòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì �ñòîõàñòè÷åñêèõ ìóëüòèñòðóêòóðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ íåïîëíîéîáðàòíîé ñâÿçüþ ïðè ðàñïðåäåëåííûõ ïåðåõîäàõ ìåæäó ñòðóêòóðàìè. Ôóíêöèîíàëêà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïî ïëîòíîñòè âåðîÿò-íîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî âñðåäíåì óïðàâëåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè èí�îðìèðîâàííîñòè èíàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü êàæäàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé ìóëüòèñòðóêòóðíîé ñèñòåìûîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Èòî
dX(t) = f 〈k〉

(
t,X(t),u〈k〉(t)

)
dt+ σ〈k〉

(
t,X(t),u〈k〉(t)

)
dW (t), X(t0) = X0,(1)ãäå X ∈ R

n � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, k = 1, 2, . . . , N � íîìåð ñòðóêòóðû, N � ÷èñëî ñòðóê-òóð; u
〈k〉 ∈ U 〈k〉 ⊆ R

q � âåêòîð óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé ñ íîìåðîì k; t ∈ T = [t0, t1],
T � ïðîìåæóòîê âðåìåíè �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t1 çàäà-íû; f 〈k〉(t, x, u〈k〉): T × R

n × U 〈k〉 → R
n � âåêòîð-�óíêöèÿ ðàçìåðà n, σ〈k〉

(
t, x, u〈k〉

)
:

T × R
n × U 〈k〉 → R

n×s � ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ ðàçìåðà n× s; W (t) � s-ìåðíûé ñòàí-äàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, íå çàâèñÿùèé îò X0.Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ íåíîðìèðîâàííûìè ïëîòíîñòÿìè âåðîÿò-íîñòè φ〈k〉0 (x), ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
N∑

k=1

∫

Rn

φ
〈k〉
0 (x)dx = 1.Ïðè óïðàâëåíèè èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î âðåìåíè è î âåëè÷èíå m ïåðâûõ êî-îðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, 0 6 m 6 n, ò.å.X =

[
X(1)X(2)

]T, u〈k〉(t) = u〈k〉
(
t,X(1)(t)

),ãäå X(1) = [X1X2 . . . Xm]
T
∈ R

m, X(2) = [Xm+1 . . . Xn]
T
∈ R

n−m.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè f 〈k〉(t, x, u〈k〉), σ〈k〉
(
t, x, u〈k〉

) è u〈k〉(t, x(1)

) óäîâëåò-âîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: �óíêöèè f 〈k〉i,u (t, x)=f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

(
t, x(1)

)) è g〈k〉ij,u(t, x)=

= g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

(
t, x(1)

)) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû ïî t äëÿ âñåõ x ∈ R
n; ïðè �èêñèðîâàí-íîì t ∈ T f

〈k〉
i,u (t, x) ∈ C1(Rn) è g〈k〉ij,u(t, x) ∈ C2(Rn), ãäå g〈k〉ij

(
t, x, u〈k〉

) � ýëåìåíòû ìàò-ðè÷íîé �óíêöèè g〈k〉(t, x, u〈k〉) = σ〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)[
σ〈k〉

(
t, x, u〈k〉

)]T, Cr(Rn) � ïðîñòðàí-ñòâî �óíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà γ 6 r;
i, j = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , N . Äàëåå ìíîæåñòâî �óíêöèé u〈k〉

(
t, x(1)

), óäîâëåòâî-ðÿþùèõ ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U
〈k〉
m .Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñìåíû ñòðóêòóðû

K(t) : T → {1, 2, . . . , N}, õàðàêòåðèçóþùåãî ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèþ P
(
K(t+ ∆t) = r | K(t) = k, X(t) = x

)
= λkr(t, x)∆t+ o(∆t), k 6= r, ãäå�óíêöèÿ λkr(t, x) : T × R

n → [0,+∞), çàäàþùàÿ èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñòðóê-òóðû ñ íîìåðîì k â ñòðóêòóðó ñ íîìåðîì r, íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå
T × (Rn\Q), Q ⊂ R

n � ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû. Âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé λkr(t, x)ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè â çàâèñèìîñòè îò ñóùåñòâà ðåøàåìîé çàäà÷è [2, 7℄. Õàðàê-òåð ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) â ìîìåíòû ñìåíû ñòðóêòóðû63



îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûìè íîðìèðîâàííûìè óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè âîññòàíîâëåíèÿðåàëèçàöèé qkr(t, x | x̃) [1, 2℄.Ïîãëîùåíèå ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðè ïåðåõîäå îò ñòðóêòóðû ñ íîìå-ðîì k ê ñòðóêòóðå ñ íîìåðîì r õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé bkr(t, x) : T × R
n → R,à âîññòàíîâëåíèå � �óíêöèåé hkr(t, x) : T × R

n → R, è â îáùåì ñëó÷àå îíè îïðåäå-ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, 2℄:
bkr(t, x) =

{
Bkr(t, x)φ

〈k〉(t, x), k 6= r,
0, k = r,

hkr(t, x) =

{
Hkr(t, x)φ

〈k〉(t, x), k 6= r,
0, k = r,ãäå Bkr(t, x) è Hkr(t, x) � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, φ〈k〉(t, x) � íåíîðìèðîâàííàÿ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñòðóêòóðû ñ íîìåðîì k (k, r = 1, 2, . . . , N).Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïåðàòîð Bkr(t, x) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Bkr(t, x)φ
〈k〉(t, x) = λkr(t, x)φ

〈k〉(t, x), k 6= r.(2)Îïåðàòîð Hkr(t, x) â ñâîþ î÷åðåäü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð Bkr(t, x):
Hkr(t, x)φ

〈k〉(t, x) =

∫

Rn

Bkr(t, x̃)φ
〈k〉(t, x̃)qkr(t, x | x̃)dx̃, k 6= r.(3)Ïðè óñëîâèè òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåàëèçàöèé [2℄ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) îïå-ðàòîðû Bkr(t, x) è Hkr(t, x) ñîâïàäàþò è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2).Èçâåñòíî [1, 2℄, ÷òî íåíîðìèðîâàííûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè φ〈k〉(t, x) óäîâëå-òâîðÿþò îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà:

∂φ〈k〉(t, x)

∂t
= −

n∑

i=1

∂

∂xi

[
f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

(
t, x(1)

))
φ〈k〉(t, x)

]
+(4)

+
1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj

[
g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

(
t, x(1)

))
φ〈k〉(t, x)

]
−

N∑

r=1

bkr(t, x)+

N∑

r=1

hrk(t, x),

φ〈k〉(t0, x) = φ
〈k〉
0 (x), φ〈k〉(t, x)

∣∣∣
x=±∞

= 0, k = 1, 2, . . . , N.�åøåíèå óðàâíåíèé (4) áóäåì ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå [8℄. Òàêèì îáðàçîì,
φ〈k〉(t, x) ∈W 1,1

2 (T × R
n), à φ〈k〉0 (x) ∈W 1

2 (Rn), ãäå W 1,1
2 (T × R

n) è W 1
2 (Rn) � ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîõðàíåíèÿ âåðî-ÿòíîñòè, è ïîýòîìó P

〈1〉(t) + . . .+ P
〈N〉(t) = 1, ãäå P

〈k〉(t) � âåðîÿòíîñòü àêòèâíîñòèñòðóêòóðû ñ íîìåðîì k â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T , çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
P
〈k〉(t) =

∫

Rn

φ〈k〉(t, x)dx, k = 1, 2, . . . , N,ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè P
〈k〉
0 = P

〈k〉(t0) �àêòè÷åñêè îïðåäåëÿþò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿïðîöåññà ñìåíû ñòðóêòóðû K(t).64



Îáîçíà÷èì ÷åðåç F è Um ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè âåêòîðàñîñòîÿíèÿ è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñîîòâåòñòâåííî:
F =



φ(x) =

[
φ〈1〉(x) . . . φ〈N〉(x)

]T

: φ〈k〉(x) ∈W 1
2 (Rn),

φ〈k〉(x) > 0 (k = 1, 2, . . . , N),

N∑

k=1

∫

Rn

φ〈k〉(x)dx = 1



 ,

Um =

{
u
(
t, x(1)

)
=

[
u〈1〉

(
t, x(1)

)
. . . u〈N〉

(
t, x(1)

)]T

: u〈k〉
(
t, x(1)

)
∈ U〈k〉

m

}
.Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé óðàâíåíèÿ (4) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíî-îïåðàòîðíîé �îðìå:

∂φ(t, x)

∂t
= A

u

(
t,x(1)

)φ(t, x), φ(t0, x) = φ0(x), φ(t, x)|x=±∞ = 0,(5)ãäå φ(t, x) =
[
φ〈1〉(t, x) . . . φ〈N〉(t, x)

]T, φ0(x) =
[
φ
〈1〉
0 (x) . . . φ

〈N〉
0 (x)

]T,Au =
[
Akr

]N

k,r=1
�ìàòðèöà îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (4), ò.å.

Akkφ
〈k〉(t, x) = −

n∑

i=1

∂

∂xi

[
f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)
φ〈k〉(t, x)

]
+

+
1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj

[
g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)
φ〈k〉(t, x)

]
−

N∑

r=1,r 6=k

Bkr(t, x)φ
〈k〉(t, x),

Akrφ
〈r〉(t, x) = Hrk(t, x)φ〈r〉(t, x), k, r = 1, 2, . . . , N, k 6= r.ÏóñòüDm � ìíîæåñòâî ïàð dm =

(
φ(t, x), u

(
t, x(1)

)) òàêèõ, ÷òî φ(t, x) è u(t, x(1)

)
∈

∈ Um óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (5), ãäå φ(t, x) ∈ F äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî
t ∈ T . Ââåäåì íà Dm �óíêöèîíàë êà÷åñòâà:

J(φ0(x), dm) =

t1∫

t0

∫

Rn

ω
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
dxdt+ θ(φ(t1, x)),(6)ãäå ω(t, φ(t, x), u) : T × R

n × U → R � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, U = U 〈1〉 × . . .× U 〈N〉,à θ(φ) : F → R � îãðàíè÷åííûé �óíêöèîíàë. Ôóíêöèÿ ω(t, φ(t, x), u) è �óíêöèîíàë
θ(φ) çàäàíû.Çàä à ÷ à 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ýëåìåíò d∗m =

(
φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1)

))
∈ Dm, ÷òî

J(φ0(x), d
∗
m) = min

dm∈Dm

J(φ0(x), dm).(7)Çàä à ÷ à 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ñèíòåçèðóþùóþ �óíêöèþ u∗
(
t, x(1), φ(x)

)
:

T × R
m × F → U , ÷òî

J(φ0(x), d
∗
m) = min

dm∈Dm

J(φ0(x), dm) äëÿ ëþáûõ φ0(x) ∈ F.(8)Çàì å ÷ à í è ÿ.1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìèíèìóì â (7) è (8) ñóùåñòâóåò, èíà÷å çàäà÷è 1 è 2ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [4, 6℄.3 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 7 65



2. Â âûðàæåíèè (8) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî dm =
(
φ(t, x), u

(
t, x(1), φ(t, x)

)), ãäå φ(t, x)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(t0, x) = φ0(x). Òàêèì îáðàçîì,ìèíèìóì èùåòñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ �óíêöèé φ0(x), ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Dmçàâèñèò îò φ0(x), îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü çäåñü è äàëåå ÿâíî íå óêàçàíà.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè�àññìîòðèì ìíîæåñòâî S �óíêöèé S(t, φ(x)) : T × F → R, íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìûõ ïî t íà ìíîæåñòâå T è èìåþùèõ íåïðåðûâíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîä-íûå δS(t, φ(κ))/δφ〈k〉(x) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , N [5, 9℄. Îïðåäåëèì íà S ñëåäóþùèåêîíñòðóêöèè:
R(t, φ(x), u) =

∂S(t, φ(x))

∂t
+

∫

Rn

[[
δS(t, φ(κ))

δφ(x)

]T

Auφ(x) − ω(t, φ(x), u)

]
dx,(9)

G(t1, φ(x)) = S(t1, φ(x)) + θ(φ(x)),(10)ãäå δS(t, φ(κ))/δφ(x) =
[
δS(t, φ(κ))/δφ〈1〉(x) . . . δS(t, φ(κ))/δφ〈N〉(x)

]T.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çàäàííîìm �óíêöèè R(t, φ(x), u) è G(t1, φ(x))äîñòèãàþò ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé:
rm(t) = max

φ(x)∈F




∂S(t, φ(x))

∂t
+(11)

+

∫

Rm

max
u∈U





∫

Rn−m

[
φT(x)A∗

u

[
δS(t, φ(κ))

δφ(x)

]
− ω(t, φ(x), u)

]
dx(2)



 dx(1)



 ,

g = min
φ(x)∈F

{
S(t1, φ(x)) + θ(φ(x))

}
,ïðè÷åì â (11) ÷åðåç A∗

u = [A∗
rk]

N

k,r=1 îáîçíà÷åíà ìàòðèöà îïåðàòîðîâ, ñîïðÿæåííûõïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòîðàì Akr, ò.å.
A∗

kkψ
〈k〉(t, x) =

n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+(12)
+

1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

−

N∑

r=1,r 6=k

B∗
kr(t, x)ψ

〈k〉(t, x),

A∗
rkψ

〈r〉(t, x) = H∗
kr(t, x)ψ

〈r〉(t, x), k, r = 1, 2, . . . , N, k 6= r.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ψ(t, x) =
[
ψ〈1〉(t, x) . . . ψ〈N〉(t, x)

]T, ãäå
ψ〈k〉(t, x) ∈

◦

W
1,2
2 (T × R

n), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫

Rn

ψT(t, x)Auφ(t, x)dx =

∫

Rn

φT(t, x)A∗
uψ(t, x)dx.Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ B∗

kr(t, x) è H∗
kr(t, x). Èç ñîîò-íîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî

B∗
kr(t, x)ψ

〈k〉(t, x) = λkr(t, x)ψ
〈k〉(t, x), k 6= r.(13)Äàëåå óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè B∗

kr(t, x) è H∗
kr(t, x).66



Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü îïåðàòîðû Bkr(t, x) è Hkr(t, x) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèåì (3). Òîãäà
H∗

kr(t, x)ψ
〈r〉(t, x) =

∫

Rn

ψ〈r〉(t, x̃)B∗
kr(t, x)qkr(t, x̃ | x)dx̃, k 6= r.(14)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè òî÷íîì âîññòàíîâëåíèè ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-ñà X(t) âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ B∗

kr(t, x) è H∗
kr(t, x) ñîâïàäàþò.Òå î ð åì à 1. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ S(t, φ(x)) ∈ S òàêàÿ, ÷òî ýëåìåíò

d∗m =
(
φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1)

))
∈ Dm óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) R
(
t, φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1)

))
= rm(t) ïî÷òè âñþäó íà T ,

2) G(t1, φ
∗(t1, x)) = g,òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (7).Åñëè S(t, φ(x)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïîìîùüþ çàìåíû

S̃(t, φ(x)) = S(t, φ(x)) +

t1∫

t

rm(τ)dτ − g

rm(t) è g, ñîîòâåòñòâóþùèå S̃(t, φ(x)), ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, ïðè÷åì
S̃(t, φ(x)) áóäåò òàêæå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Òîãäà ìèíèìàëüíîå çíà-÷åíèå �óíêöèîíàëà (6) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

J(φ0(x), d
∗
m) = −S̃(t0, φ0(x)).(15)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â [5℄.Òå î ð åì à 2. Åñëè ñóùåñòâóþò S(t, φ(x)) ∈ S è u∗(t, x(1), φ(x)

) òàêèå, ÷òî ïðèëþáûõ t ∈ T è φ(x) ∈ F âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1)

∂S(t, φ(x))

∂t
+

+

∫

Rm

max
u∈U





∫

Rn−m

[
φT(x)A∗

u

[
δS(t, φ(κ))

δφ(x)

]
− ω(t, φ(x), u)

]
dx(2)



 dx(1) = 0,

2) S(t1, φ(x)) + θ(φ(x)) = 0,òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (8).Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1 è òåîðåì 1 è 2 ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.4. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿÏóñòü Ψ(t, x, u) = [φ∗(t, x)]
T
A∗

u [δS(t, φ∗(t, x))/δφ(x)] − ω(t, φ∗(t, x), u). Òîãäà, èñ-ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (11) è ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû 1, ìîæíî çàïèñàòü ñòðóêòóðóîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
u∗

(
t, x(1)

)
= arg max

u∈U





∫

Rn−m

Ψ(t, x, u)dx(2)



 .(16) 3∗ 67



Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå (m = 0) è óïðàâëåíèå ñïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (m = n) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
u∗(t) = arg max

u∈U





∫

Rn

Ψ(t, x, u)dx



 , u∗(t, x) = arg max

u∈U

{
Ψ(t, x, u)

}
.Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â (9) è (10) çàïèñûâàþòñÿ â �îðìå

δR
(
t, φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1)

))
/δφ(x) = 0, δG(t1, φ

∗(t1, x))/δφ(x) = 0.Òîãäà
δSt(t, φ

∗(t, x))

δφ(x)
= −

δH
(
t, φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1)

))

δφ(x)
,(17)

δS(t1, φ
∗(t1, x))

δφ(x)
= −

δθ(φ∗(t1, x))

δφ(x)
,(18)ãäå St(t, φ(x)) = ∂S(t, φ(x))/∂t, à �óíêöèÿ H(t, φ(x), u) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

H(t, φ(x), u) =

∫

Rn

[
φT(x)A∗

u

[
δS(t, φ(κ))

δφ(x)

]
− ω(t, φ(x), u)

]
dx.Â (16)�(18) �óíêöèÿ φ∗(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5). Îêîí÷àòåëüíûé âèä óðàâ-íåíèé (17) è (18) äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàâèñèò îò ðåøàåìîéçàäà÷è è, ñëåäîâàòåëüíî, îò çàäàíèÿ �óíêöèè S(t, φ(x)) ∈ S.Ïðèì å ð . �àññìîòðèì ëèíåéíóþ îäíîìåðíóþ äâóõñòðóêòóðíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþñèñòåìó, ïåðâàÿ ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì dX(t) = (aX(t) +

+ bu(t))dt+σdW (t), à âòîðàÿ � óðàâíåíèåì dX(t) = aX(t)dt+σdW (t), ãäå t ∈ [t0, t1],
X(t0) = X0, X,u ∈ R, a, b ∈ R, σ > 0.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíà âåðîÿòíîñòü àêòèâíîñòè ïåðâîé ñòðóêòó-ðû P

〈1〉
0 è ñðåäíåå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ X0 äëÿ ïåðâîé ñòðóêòóðû, ðàâ-íîå µ〈1〉
0 . Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ïåðâîé ñòðóêòóðû âî âòîðóþ ïîñòîÿííà è ðàâ-íà λ > 0, à âîçâðàò èç âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ â ïåðâîå íåäîïóñòèì, ò.å. âîçìîæåí îòêàçóïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïî ïëîòíî-ñòè âåðîÿòíîñòè:

J(φ0(x), dm) =
1

2

t1∫

t0

+∞∫

−∞

qu2(t)φ〈1〉(t, x)dxdt+

+




+∞∫

−∞

xφ〈1〉(t1, x)dx

/ +∞∫

−∞

φ〈1〉(t1, x)dx− µ




2

,ãäå q > 0, µ ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, òåðìèíàëüíûé ÷ëåí �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà õàðàê-òåðèçóåò îòêëîíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ X(t1) äëÿ ïåðâîé ñòðóêòóðû îò çàäàííîãîóðîâíÿ µ. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå.Ïîñêîëüêó îò óïðàâëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî êîý��èöèåíò ñíîñà â óðàâíåíèè ïåðâîéñòðóêòóðû, òî èç (16) ñëåäóåò, ÷òî
u∗(t) = arg max

u∈R





+∞∫

−∞

[
b
∂

∂x

[
δS(t, φ(κ))

δφ〈1〉(x)

]
u−

1

2
qu2

]
φ〈1〉(x)dx
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Áóäåì èñêàòü �óíêöèþ S(t, φ(x)), ãäå φ(x) =
[
φ〈1〉(x) φ〈2〉(x)

]T, â âèäå
S(t, φ(x)) =

1

2
ξ(t)

[
m〈1〉

]2
+ η(t)m〈1〉 + ζ(t), m〈1〉 =

+∞∫

−∞

xφ〈1〉(x)dx,ãäå ξ(t), η(t), ζ(t) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè. Òîãäà ∂S(t, φ(x))/∂t = ξ̇(t)
[
m〈1〉

]2
/2 +

+ η̇(t)m〈1〉+ζ̇(t), δS(t, φ(κ))/δφ〈1〉(x) = (ξ(t)m〈1〉+η(t))x, ∂[
δS(t, φ(κ))/δφ〈1〉(x)

]
/∂x =

= ξ(t)m〈1〉 + η(t). Ïðèìåíÿÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ïîëó-÷àåì îïòèìàëüíóþ ñèíòåçèðóþùóþ �óíêöèþ êàê �óíêöèîíàë îò φ〈1〉(x), ò.å.
u∗

(
t,m〈1〉

)
= (b/q)

(
∂
[
δS(t, φ(κ))/δφ〈1〉(x)

]
/∂x

)
= (b/q)

(
ξ(t)m〈1〉 + η(t)

).Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè 1 è 2 òåîðåìû 2. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ èïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ m〈1〉, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìçàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:




ξ̇(t) + 2(a− λ)ξ(t) + b2ξ2(t)P〈1〉(t)/q = 0, ξ(t1) = −2/
[
P
〈1〉(t1)

]2
,

η̇(t) + (a− λ)η(t) + b2ξ(t)η(t)P〈1〉(t)/q = 0, η(t1) = 2µ/P〈1〉(t1),

ζ̇(t) + b2η2(t)P〈1〉(t)/(2q) = 0, ζ(t1) = −µ2.Ôóíêöèþ P
〈1〉(t) îïðåäåëèì èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà Ṗ

〈1〉(t) =

= −λP
〈1〉(t) (ñì. [10℄), òîãäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ P

〈1〉(t) = P
〈1〉
0 e−λ(t−t0).Ìèíèìóì J(φ0(x), dm) âû÷èñëÿåòñÿ ïî (15) ïîñëå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé ξ(t), η(t)è ζ(t), ñëåäîâàòåëüíî, J(φ0(x), d

∗
m) = −ξ(t0)

[
P
〈1〉
0 µ

〈1〉
0

]2
/2 − η(t0)P

〈1〉
0 µ

〈1〉
0 − ζ(t0).×òîáû íàéòè îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u∗(t), òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòüâçâåøåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m〈1〉(t). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíè-åì ìåòîäà äâóõìîìåíòíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè [2℄, à èìåííî ṁ〈1〉(t) =

= am〈1〉(t) + P
〈1〉(t)bu∗

(
t,m〈1〉(t)

)
− λm〈1〉(t), m〈1〉(t0) = P

〈1〉
0 µ

〈1〉
0 , èíòåãðèðóÿ êîòî-ðîå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî u∗(t) = u∗

(
t,m〈1〉(t)

). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè t0 = 0,
t1 = 1, a = −1, b = q = 1, λ = 1, µ = 1, m〈1〉

0 = 0 è P
〈1〉
0 = 1 îïòèìàëüíàÿ ñèíòåçèðóþ-ùàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä

u∗
(
t, φ〈1〉(x)

)
=

−6e4t

2e3 + 3e2 − 2e3t

+∞∫

−∞

xφ〈1〉(x)dx+
6e2t+1

2e3 + 3e2 − 2e3t
,à u∗(t) = −6e2t+1

[
2(e3t − 1)/(2e3 + 3e2 − 2) − 1

]
/(2e3 + 3e2 − 2e3t), ïðè ýòîì ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà ðàâíî 3e2/(2e3 + 3e2 − 2).5. Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî â ñðåäíåì óïðàâëåíèÿÏóñòü çàäàíû îãðàíè÷åííûå �óíêöèè ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
: T × R

n × U 〈k〉 → R è
θ〈k〉(x) : R

n → R, k = 1, 2, . . . , N . �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà �óíêöèîíàë (6) ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíûì ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:
J(φ0(x), dm) =

t1∫

t0

∫

Rn

ω̂T
(
t, x, u

(
t, x(1)

))
φ(t, x)dxdt+

∫

Rn

θ̂T(x)φ(t1, x)dx,(19) 69



ãäå ω̂(t, x, u) =
[
ω〈1〉

(
t, x, u〈1〉

)
. . . ω〈N〉

(
t, x, u〈N〉

)]T, θ̂(x) =
[
θ〈1〉(x) . . . θ〈N〉(x)

]T, ò.å.
ω(t, φ(t, x), u) = ω̂T(t, x, u)φ(t, x), θ(φ(x)) =

∫

Rn

θ̂T(x)φ(x)dx.Áóäåì èñêàòü S(t, φ(x)) ∈ S â âèäå
S(t, φ(x)) =

∫

Rn

ψT(t, x)φ(x)dx =

N∑

k=1

∫

Rn

ψ〈k〉(t, x)φ〈k〉(x)dx,(20)ãäå ψ(t, x) =
[
ψ〈1〉(t, x) . . . ψ〈N〉(t, x)

]T � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ〈k〉(t, x)ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà W 1,2
2 (T × Ω) ïðè ëþáîì Ω ⊂ R

n è íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìà ïî t, k = 1, 2, . . . , N .Èçâåñòíî [9℄, ÷òî äëÿ �óíêöèè S(t, φ(x)), çàäàííîé âûðàæåíèåì (20), δS(t, φ(κ))/
/δφ(x) = ψ(t, x), ïîýòîìó

H(t, φ(x), u) =

∫

Rn

φT(x)
[
A∗

uψ(t, x) − ω̂(t, x, u)
]
dx.Êðîìå òîãî, δSt(t, φ(κ))/δφ(x) = ∂ψ(t, x)/∂t, δH(t, φ(κ), u)/δφ(x) = A∗

uψ(t, x) −

− ω̂(t, x, u), δS(t1, φ(κ))/δφ(x) = ψ(t1, x), δθ(φ(κ))/δφ(x) = θ̂(x). Ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå, ÷òî îò óïðàâëåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A∗
u, èç(12) è (16) ïîëó÷àåì ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

u∗〈k〉
(
t, x(1)

)
= arg max

u〈k〉∈U〈k〉





∫

Rn−m

[
n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+(21)
+

1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

− ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
]
φ
∗〈k〉
(2|1)

(
t, x(2) |x(1)

)
dx(2)



,ãäå

φ
∗〈k〉
(2|1)

(
t, x(2) | x(1)

)
=

φ∗〈k〉(t, x)

φ
∗〈k〉
(1)

(
t, x(1)

) ,

φ
∗〈k〉
(1)

(
t, x(1)

)
=

∫

Rn−m

φ∗〈k〉(t, x)dx(2), k = 1, 2, . . . , N.Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ è óðàâíåíèÿ (5), (17), (18), ìîæíî çàïèñàòüñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé φ∗(t, x) è ψ(t, x):
∂φ∗(t, x)

∂t
= A

u∗
(
t,x(1)

)φ∗(t, x), φ∗(t0, x) = φ0(x), φ∗(t, x)|x=±∞ = 0,

∂ψ(t, x)

∂t
= −A∗

u∗
(
t,x(1)

)ψ(t, x) + ω̂
(
t, x, u∗

(
t, x(1)

))
, ψ(t1, x) = −θ̂(x).70



Â êîîðäèíàòíîé �îðìå ýòè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä
∂φ∗〈k〉(t, x)

∂t
= −

n∑

i=1

∂

∂xi

[
f
〈k〉
i

(
t, x, u∗〈k〉

(
t, x(1)

))
φ∗〈k〉(t, x)

]
+(22)

+
1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj

[
g
〈k〉
ij

(
t, x, u∗〈k〉

(
t, x(1)

))
φ∗〈k〉(t, x)

]
−

−
N∑

r=1,r 6=k

Bkr(t, x)φ
∗〈k〉(t, x) +

N∑

r=1,r 6=k

Hrk(t, x)φ∗〈r〉(t, x),

φ∗〈k〉(t0, x) = φ
〈k〉
0 (x), φ∗〈k〉(t, x)

∣∣∣
x=±∞

= 0, k = 1, 2, . . . , N ;

∂ψ〈k〉(t, x)

∂t
+

n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u∗〈k〉

(
t, x(1)

))∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+(23)
+

1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u∗〈k〉

(
t, x(1)

))∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

− ω〈k〉
(
t, x, u∗〈k〉

(
t, x(1)

))
−

−
N∑

r=1,r 6=k

B∗
kr(t, x)ψ

〈k〉(t, x) +
N∑

r=1,r 6=k

H∗
kr(t, x)ψ

〈r〉(t, x) = 0,

ψ〈k〉(t1, x) = −θ〈k〉(x), k = 1, 2, . . . , N.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòüñèñòåìó (22), (23) ñ ó÷åòîì (2), (3), (13), (14) è (21). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ �óíê-öèé ψ〈k〉(t, x) ïî (15) ìîæíî âû÷èñëèòü ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (19):
J(φ0(x), d

∗
m) = −

∫

Rn

ψT(t0, x)φ0(x)dx = −

N∑

k=1

∫

Rn

ψ〈k〉(t0, x)φ
〈k〉
0 (x)dx.�àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè èí�îðìèðîâàííîñòè. Ïóñòü m = 0, òîãäà ñòðóê-òóðà îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

u∗〈k〉(t) = arg max
u〈k〉∈U〈k〉





∫

Rn

[
n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+(24)
+

1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

− ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
]
φ∗〈k〉(t, x)dx



 ,ïðè÷åì ñîîòíîøåíèÿ (22)�(24) àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðèíöèïàìàêñèìóìà äëÿ ñèñòåì ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé [5℄. Ïðè m = n äëÿ îïðåäåëå-íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñëåäó-þùóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáîáùåííûõ óðàâíåíèé71



Áåëëìàíà [1℄):
max

u〈k〉∈U〈k〉

{
∂ψ〈k〉(t, x)

∂t
+

n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+(25)
+

1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

− ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
−

−

N∑

r=1,r 6=k

B∗
kr(t, x)ψ

〈k〉(t, x) +

N∑

r=1,r 6=k

H∗
kr(t, x)ψ

〈r〉(t, x)

}
= 0,

ψ〈k〉(t1, x) = −θ〈k〉(x), k = 1, 2, . . . , N.Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ:
u∗〈k〉(t, x) = arg max

u〈k〉∈U〈k〉

{
n∑

i=1

f
〈k〉
i

(
t, x, u〈k〉

)∂ψ〈k〉(t, x)

∂xi

+

+
1

2

n∑

i,j=1

g
〈k〉
ij

(
t, x, u〈k〉

)∂2ψ〈k〉(t, x)

∂xi∂xj

− ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
}
.Äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ íåò íåîáõîäèìîñòè ðå-øàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (22), à ñèñòåìà óðàâíåíèé (25) ïî �îðìå àíàëîãè÷íà óðàâ-íåíèþ Áåëëìàíà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé [5℄.Çàì å ÷ à í è å . Ñîîòíîøåíèÿ (17) è (18) ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî íåîá-õîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà, ïîýòîìó ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è (21)�(23) íóæíû äî-ïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, îäíàêî èç òåîðåìû 2 è (19), (20) ïðè m = n ñëåäóåò,÷òî äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ äîñòàòî÷íîðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (25), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

N∑

k=1

∫

Rn

φ〈k〉(x)

[
∂ψ〈k〉(t, x)

∂t
+ max

u〈k〉∈U〈k〉

{
N∑

r=1

A∗
rkψ

〈r〉(t, x) − ω〈k〉
(
t, x, u〈k〉

)
}]

dx=0,

N∑

k=1

∫

Rn

φ〈k〉(x)
[
ψ〈k〉(t1, x) + θ〈k〉(x)

]
dx = 0äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè φ(x) =

[
φ〈1〉(x) . . . φ〈N〉(x)

]T
∈ F.6. Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñòîõà-ñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé ïðè ðàñïðåäåëåííûõ ïåðåõîäàõ â ñëó÷àåíåëèíåéíîãî ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà èâ ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óïðàâëåíèå çàâèñèò îò ÷àñòè êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �îðìà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãî-ðîâà ïðè ñîñðåäîòî÷åííûõ ïåðåõîäàõ, ò.å. â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçìåíåíèå ñòðóêòóðûïðîèñõîäèò ïðè äîñòèæåíèè âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ çàäàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðî-ñòðàíñòâå R

n, òàêàÿ æå, êàê è ïðè ðàñïðåäåëåííûõ, � èçìåíÿåòñÿ ëèøü âûðàæåíèå,çàäàþùåå îïåðàòîð Bkr(t, x). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ñîñðåäîòî÷åííûõ ïåðåõîäàõ áóäóò â öåëîì àíàëîãè÷íû72



ïðèâåäåííûì âûøå, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîëíîé èí�îðìèðîâàííîñòè î âåêòîðå ñîñòîÿ-íèÿ è ëèíåéíîì ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè �óíêöèîíàëå êà÷åñòâà òàêèå ñîîòíîøåíèÿáûëè ïîëó÷åíû Â.Ì. Àðòåìüåâûì [1℄.Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó À.Â. Ïàí-òåëååâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå è ðÿä çàìå÷àíèé, íåñîìíåííî, ñïîñîá-ñòâîâàâøèõ åå óëó÷øåíèþ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ó ò â å ðæä å í è ÿ 1 . Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáûõ �óíê-öèé ψ(t, x) =
[
ψ〈1〉(t, x) . . . ψ〈N〉(t, x)

]T, ãäå ψ〈k〉(t, x) ∈
◦

W
1,2
2 (T × R

n), âûïîëíÿþòñÿðàâåíñòâà
∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)Bkr(t, x)φ
〈k〉(t, x)dx =

∫

Rn

φ〈k〉(t, x)B∗
kr(t, x)ψ

〈r〉(t, x)dx,

∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)Hkr(t, x)φ
〈k〉(t, x)dx =

∫

Rn

φ〈k〉(t, x)H∗
kr(t, x)ψ

〈r〉(t, x)dx,ãäå k, r = 1, 2, . . . , N , k 6= r.Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûðàæåíèå (3), èñïîëüçóÿ ïåðâîåðàâåíñòâî è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó òîæäå-ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)Hkr(t, x)φ
〈k〉(t, x)dx =

=

∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)

∫

Rn

Bkr(t, x̃)φ
〈k〉(t, x̃)qkr(t, x | x̃)dx̃dx =

=

∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)

∫

Rn

φ〈k〉(t, x̃)B∗
kr(t, x̃)qkr(t, x | x̃)dx̃dx =

=

∫

Rn

φ〈k〉(t, x̃)

∫

Rn

ψ〈r〉(t, x)B∗
kr(t, x̃)qkr(t, x | x̃)dxdx̃.Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (14).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì î äîñòàòî÷íûõóñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé [5℄.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1 . Ïðèìåíèì ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ Â.Ô. Êðîòî-âà. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ïàð (

φ(t, x), u
(
t, x(1)

)), êîòîðûå íåîáÿçàòåëüíî óäîâëåòâî-ðÿþò óðàâíåíèþ (5), ïóñòü òàêæå �óíêöèè φ(t, x) è u(t, x(1)

) ìîãóò èìåòü ðàçðûâûïåðâîãî ðîäà. Îïðåäåëèì �óíêöèîíàë êà÷åñòâà íà V:
L(φ0(x), dm) = G(t1, φ(t1, x)) −

t1∫

t0

R
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
dt− S(t0, φ0(x)), 73



òîãäà ñ ó÷åòîì (9) è (10) èìååì
L(φ0(x), dm) = S(t1, φ(t1, x)) + θ(φ(t1, x)) − S(t0, φ0(x)) −

−

t1∫

t0


∂S(t, φ(t, x))

∂t
+

∫

Rn

[[
δS(t, φ(t, x))

δφ(x)

]T

A
u

(
t,x(1)

)φ(t, x)−ω
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
]
dx


dt.�àññìîòðèì çíà÷åíèÿ ýòîãî �óíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå Dm. Ýëåìåíòû dm ∈ Dmóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (5), ïîýòîìó A

u

(
t,x(1)

)φ(t, x) = ∂φ(t, x)/∂t. Êðîìå òîãî,ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè S(t, φ(t, x)) ïî âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó [9℄:
dS(t, φ(t, x))

dt
=
∂S(t, φ(t, x))

∂t
+

∫

Rn

[
δS(t, φ(t, x))

δφ(x)

]T
∂φ(t, x)

∂t
dx.Ñëåäîâàòåëüíî,

L(φ0(x), dm) = S(t, φ(t, x))

∣∣∣∣∣

t1

t0

−

t1∫

t0

dS(t, φ(t, x))

dt
dt+

+

t1∫

t0

∫

Rn

ω
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
dxdt+ θ(φ(t1, x)) = J(φ0(x), dm),ò.å. çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëîâ J(φ0(x), dm) è L(φ0(x), dm) ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâåDm.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà L(φ0(x), dm) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìè-íèìóìû åãî ñëàãàåìûõ, ÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìíîæåñòâà V. Òîãäà

min
dm∈V

L(φ0(x), dm) = min
dm∈V

G(t1, φ(t1, x)) − max
dm∈V

t1∫

t0

R
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
dt−

−S(t0, φ0(x)) > g −

t1∫

t0

rm(t)dt− S(t0, φ0(x)),òàê êàê
max
dm∈V

t1∫

t0

R
(
t, φ(t, x), u

(
t, x(1)

))
dt 6

t1∫

t0

rm(t)dt.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíò d∗m ∈ Dm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òî
L(φ0(x), d

∗
m)= min

dm∈V
L(φ0(x), dm). Ñëåäîâàòåëüíî, J(φ0(x), d

∗
m)= min

dm∈Dm

J(φ0(x), dm),òàê êàê Dm ⊂ V è äëÿ âñåõ dm ∈ Dm ñïðàâåäëèâî J(φ0(x), dm) = L(φ0(x), dm).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2 . Ïóñòü u∗(t, x(1), φ(x)
) � îïòèìàëüíàÿ ñèí-òåçèðóþùàÿ �óíêöèÿ, à φ0(x) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç ìíîæåñòâà F. Òîãäà, ðå-øàÿ (5) ñ ó÷åòîì îïòèìàëüíîé ñèíòåçèðóþùåé �óíêöèè, ïîëó÷àåì �óíêöèþ φ∗(t, x).�àññìîòðèì çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà J(φ0(x), dm). Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì�óíêöèîíàëà L(φ0(x), dm), òàê êàê J(φ0(x), dm) = L(φ0(x), dm) íà ìíîæåñòâå Dm(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1). Èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî G(t1, φ

∗(t1, x)) = 0, êðî-ìå òîãî, R(
t, φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1), φ

∗(t, x)
))

= 0 âñëåäñòâèå óñëîâèÿ 1, ò.å. J(φ0(x), d
∗
m) =74



= −S(t0, φ0(x)), ãäå d∗m =
(
φ∗(t, x), u∗

(
t, x(1), φ

∗(t, x)
)). Ïóñòü ýëåìåíò d′m =

=
(
φ′(t, x), u′

(
t, x(1)

))
∈ Dm òàêîé, ÷òî �óíêöèÿ φ′(t, x) óäîâëåòâîðÿåò (5) ñ òåì æåíà÷àëüíûì óñëîâèåì, òîãäà G(t1, φ

′(t1, x)) = 0, R(
t, φ′(t, x), u′

(
t, x(1)

))
6 0. Ñëåäîâà-òåëüíî, J(φ0(x), d

∗
m) 6 J(φ0(x), d

′
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