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Предлагается новый подход к решению задачи оптимальной нелинейной фильт-
рации методом статистических испытаний. В его основе лежит переход от за-
дачи фильтрации к задаче анализа стохастических систем с обрывами и ветвле-
ниями траекторий с помощью интерпретации одного из слагаемых в уравнении 
Дункана–Мортенсена–Закаи (уравнении оптимальной нелинейной фильтрации, 
которому удовлетворяет ненормированная апостериорная плотность вероятно-
сти вектора состояния для объекта наблюдения) как функции поглощения и вос-
становления реализаций некоторого вспомогательного случайного процесса. Ре-
шение такой задачи анализа можно найти приближенно, используя методы чис-
ленного решения стохастических дифференциальных уравнений и методы моде-
лирования неоднородных пуассоновских потоков. В работе приведен алгоритм 
совместного моделирования системы наблюдения и приближенного оценивания, 
основанный на применении метода «максимального сечения». Преимущества 
разработанного алгоритма состоят в простоте реализации и универсальности, 
а именно возможности решения задачи оптимальной фильтрации для линейных и 
нелинейных моделей объекта наблюдения и измерительной системы, для одно-
мерного и многомерного случаев. 
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New approach for solving the optimal nonlinear filtering problem by statistical model-
ing is described. It is based on the reducing the filtration problem to the analysis of sto-
chastic systems with terminating and branching paths by the interpretation of the term 
in Duncan–Mortensen–Zakai equation (nonlinear filtering equation for unnormalized 
conditional density of the state vector for the observation object) as an absorption and 
recovery function of sample paths for some auxiliary random process. The solution of 
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analysis problem can be found approximately by using numerical methods for solving 
stochastic differential equations and methods for modeling inhomogeneous Poisson 
flows. The modeling algorithm for observation system and optimal estimation of its state 
based on the maximal section method is given in the paper. The main advantages of this 
algorithm are easy implementation and universality, namely the possibility of solving 
the optimal filtering problem for linear and non-linear models of the observation sys-
tem, for one-dimensional and multidimensional case. 

Key words: branching processes, conditional density, Duncan–Mortensen–Zakai equation, Monte Carlo 
method, optimal filtering problem, stochastic system. 

Введение 
Теория оптимальной фильтрации имеет 

много приложений в самых разных областях, 
одна из важнейших областей – управление 
подвижными объектами (надводными и под-
водными судами, наземными средствами пе-
редвижения, летательными аппаратами) и 
обработка информации, получаемой с авто-
номных, спутниковых и гибридных навига-
ционных систем [1…4]. Разработка новых 
методов и алгоритмов оптимальной фильт-
рации не теряет своей актуальности, что свя-
зано с развитием глобальных (GPS, 
ГЛОНАСС, Galileo, COMPASS) и региональ-
ных (BeiDou, IRNSS, QZSS) навигационных 
спутниковых систем, систем повышения 
точности позиционирования (WAAS, СДКМ, 
EGNOS) [5]. Задача оптимальной фильтра-
ции состоит в оценивании вектора состояния 
объекта наблюдения (параметров движения, 
координат на местности и т.п.) по результа-
там измерений со случайными ошибками в 
соответствии с заданным критерием опти-
мальности. 

Предлагается решать задачу оптимальной 
фильтрации с помощью моделирования траек-
торий специального ветвящегося процесса. 
Каждая из ветвей, рассматриваемая отдельно, 
представляет собой часть траектории процес-
са, описываемого тем же уравнением, что и 
объект наблюдения, результат измерений оце-
ниваемого вектора состояния влияет на рас-
пределение моментов времени обрывов и по-
явления новых ветвей. 

В работе [6] описан разработанный авто-
ром алгоритм совместного моделирования 
системы наблюдения и приближенного оце-
нивания ее вектора состояния по результа-
там измерений на основе стохастического 

метода Эйлера [7] и метода «максимального 
сечения» [8]. Апробация проводилась на ре-
шении модельных задач. В этой работе пред-
ставлен модифицированный алгоритм, не 
имеющий жестких ограничений на выбор 
шага численного интегрирования, но более 
сложный для реализации. 

Постановка задачи 
Будем рассматривать модель объекта на-

блюдения, описываемую стохастическим 
дифференциальным уравнением Ито [7] 

0 0

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),
( ) ,

d t t t dt t t d t
t

= +
=

X f X σ X W
X X

 (1) 

где X∈Rn – вектор состояния; t∈T=[t0, t1] – 
отрезок времени функционирования; W(t) – 
s-мерный стандартный винеровский процесс, 
не зависящий от X0; f(t, x): T×Rn→Rn, σ(t, x): 
T×Rn→Rn×s – заданные функции. Начальное 
состояние X0 определяется заданной плотно-
стью вероятности ϕ0(x). 

Модель измерительной системы записыва-
ется в форме 

( ) ( , ( )) ( ) ( ),t t t t t= +Z c X ζ N  
где Z∈Rm – вектор измерений; N(t) – d-
мерный стандартный гауссовский белый 
шум; c(t, x): T×Rn→Rm, ζ(t): T→Rm×d – за-
данные функции. 

Задача оптимальной фильтрации состоит 
в нахождении оценки ˆ ( )tX  по результатам 
измерений 0 0{ ( ), [ , )}tZ t t= τ τ∈Z . При исполь-
зовании критерия минимума среднеквадра-
тической ошибки оценивания имеем:  

0 0R
ˆ ( ) M ( ) | ( , | )

n

t tt t Z p t Z d⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ∫X X x x x ,  

где 0( , | )tp t Zx  – апостериорная плотность ве-
роятности вектора состояния X, удовлетво-
ряющая уравнению Стратоновича–Кушнера 
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[7]. Уравнение Стратоновича–Кушнера – это 
нелинейное стохастическое интегро-диффе-
ренциальное уравнение в частных произ-
водных, найти его аналитическое решение в 
общем случае не представляется возмож-
ным, более простым является уравнение 
Дункана–Мортенсена–Закаи [7] – линейное 
стохастическое дифференциальное уравне-
ние в частных производных, оно описывает 
динамику ненормированной апостериорной 
плотности вероятности 0( , | )tt Zϕ x  вектора 
состояния X: 

0
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Уравнение Дункана–Мортенсена–Закаи в 
форме Стратоновича имеет вид 
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Далее будем представлять его следующим 
образом: 
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Сведение к задаче анализа 
стохастической системы с обрывами и 
ветвлениями траекторий 

При фиксированных измерениях 0
tZ  стохас-

тическое дифференциальное уравнение в ча-
стных производных (3) можно рассматривать 
как детерминированное дифференциальное 
уравнение 
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Оно по структуре соответствует обобщен-
ному уравнению Фоккера–Планка–Колмого-
рова или уравнению Колмогорова–Феллера [9, 
10]. Тогда функции ( ) ( , ( ), ( ))t t t t− −λ = λ X Z  и 

( ) ( , ( ), ( ))t t t t+ +λ = λ X Z  можно интерпретиро-
вать как интенсивности обрывов и ветвлений 
траекторий процесса ( )tX  соответственно. 
Следовательно, функции 0( , | )tp t Zx  и 

0( , | )tt Zϕ x , связанные соотношением (2), ха-
рактеризуют распределение вектора Х – со-
стояния объекта наблюдения, описываемого 
уравнением (1), – с учетом того, что часть 
траекторий случайного процесса ( )tX  обры-
вается, а часть – разветвляется в случайные 
моменты времени. Обрывы и ветвления тра-
екторий образуют неоднородные пуассонов-
ские потоки событий, при ветвлении в фик-
сированный момент времени может появить-
ся только одна новая ветвь, при обрыве пре-
кращается моделирование только одной вет-
ви. Для удобства моделирования каждая из 
новых ветвей рассматривается как самостоя-
тельная траектория. 

При приближенном определении оптималь-
ной оценки ˆ ( )tX  предлагается использовать 
метод статистических испытаний: моделиро-
вание вспомогательных траекторий случайно-
го процесса X(t) с учетом обрывов и ветвлений 
при фиксированных измерениях 0

tZ  с после-
дующим усреднением. При этом можно при-
менять различные методы численного реше-
ния стохастических дифференциальных урав-
нений и методы моделирования неоднородных 
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пуассоновских потоков. Далее приведен алго-
ритм совместного моделирования системы на-
блюдения и приближенного оценивания на ос-
нове численного метода решения стохастиче-
ских дифференциальных уравнений [7] и ме-
тода «максимального сечения» [8]. 

Шаг 1. Задать M – число моделируемых 
вспомогательных траекторий; h – шаг числен-
ного интегрирования; величину λ*: 

*| ( , ( ), ( )) |t t tλ λ≤X Z . Получить реализации на-
чальных состояний X0 и 0

iX  согласно заданной 
плотности вероятности ϕ0(x), где X0 – началь-
ное состояние для основной траектории, для 
которой проводятся измерение и оценивание, 

0
iX  – для вспомогательных траекторий, по ко-

торым приближенно вычисляется оптимальная 
оценка, и моменты времени iξ , через которые 
могут произойти обрывы или ветвления траек-
торий: 

*

ln , 1,2, , .i i Mβ
ξ = − = …

λ
 

Здесь и далее β – различные реализации 
(для всех i) случайной величины, имеющей 
равномерное распределение на интервале 
(0, 1). 

Положить k=0, * 0
it t= , Fi=1 (в случае обрыва 

траектории с номером i при последующем мо-
делировании Fi=0), i=1, 2, …, M. 

Шаг 2. Положить 

1

M
i

k
i

M F
=

= ∑  

и найти оптимальную оценку ˆ
kX  как выбо-

рочное среднее реализаций 
1,..., ; 1

X { } i
i

k k i M F= =
= X : 

1,..., ; 1

1ˆ .
i

i
k k

i M FkM = =

= ∑X X  

Проверить условия: 
а) если 0<T–tk<h, то скорректировать шаг 

численного интегрирования: h=T–tk; 
б) если T–tk=0, то завершить процесс. 
Получить реализацию оцениваемого векто-

ра состояния в следующем узле сетки 
{tk=t0+kh}: 

1 ( , , , ),k k kt h+ = ΔX F X W  
и получить вектор измерений: 

( , , , ).k k kt h= ΔZ G X V  

В этих формулах и далее ,( , , )k kt hΔF X W  – 
функция, ставящая в соответствие реализа-
ции вектора состояния Xk в узле tk новую 
реализацию в узле tk+h, ( , , )k kt ΔG X V  – 
функция, ставящая в соответствие реализа-
ции вектора состояния Xk вектор измерений 
с учетом величины шага h, ΔW и ΔV – раз-
личные для всех k и i (а также для промежу-
точных расчетов) реализации случайных 
векторов размеров s×1 и d×1 соответственно, 
координаты которых имеют стандартное 
нормальное распределение. 

Например, 
( , , ) ( , )

( , ) ,
( )( , , , ) ( , )

,k k k k k

k k

k
k k k k

t h h t

h t
tt h t
h

Δ = + +

+ Δ

Δ = + Δ

F X W X f X

σ X W
ζG X V c X V

 

для стохастического метода Эйлера [7]. 
Положить i=1, j=0 (j – количество новых 

ветвей на шаге k). 
Шаг 3. Проверить условие Fi=0. Если оно 

выполнено, то перейти к шагу 10, иначе: при 

*
i i

kt t h+ ξ ≥ +  перейти к шагу 4, а при 

*
i i

kt t h+ ξ < +  – к шагу 5. 
Шаг 4. Получить реализацию вектора со-

стояния в следующем узле сетки {tk}: 

1 ( , ,, ).i i
k k kt h+ = ΔX F X W  
Перейти к шагу 8. 
Шаг 5. Проверить условие *

i i
kt t h+ ξ ≥ + . 

Если оно выполнено, то перейти к шагу 9, 
иначе: положить i i

k=X X , i
ktτ =  и перейти к 

шагу 6. 
Шаг 6. Получить реализацию вектора со-

стояния в дополнительном узле сетки: 

*( , , ., ),i i i i i i i ih h t= τ Δ = + ξ − τX F X W  
Положить τi=τi+hi и получить реализацию α 

случайной величины, имеющей равномерное 
распределение на интервале (0, 1). Проверить 
условие 

*

| ( ) | ,
iλ τ

α ≤
λ

 

где ( ) ( , , )i i i
kλ τ = λ τ X Z , и если оно выполнено, 

то перейти к шагу 7, иначе – к шагу 8. 
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Шаг 7. Проверить условия: 
а) если ( ) 0iλ τ <  ( ( , , ) 0i i

k
−λ τ >X Z , обрыв 

траектории), то положить Fi=0 (траектория да-
лее не моделируется) и перейти к шагу 10; 

б) если ( ) 0iλ τ >  ( ( , , ) 0i i
k

+λ τ >X Z , ветвле-
ние траектории), то положить j=j+1, FM+j=1, 

* *
M j i it t+ = + ξ , M j i+ =X X , M j i+τ = τ  и получить 
реализацию для промежутка времени, через 
который может произойти обрыв или новое 
ветвление: 

*

ln .M j+ β
ξ = −

λ
 

Шаг 8. Положить * *
i i it t= + ξ  и получить но-

вую реализацию для промежутка времени, че-
рез который может произойти обрыв или ветв-
ление рассматриваемой траектории: 

*

ln .i β
ξ = −

λ
 

Перейти к шагу 5. 
Шаг 9. Получить реализацию вектора со-

стояния в следующем узле сетки {tk}: 

1 ( , , , ) ., i i i i i i
k kh h t h+ = τ Δ = + − τX F X W  
Положить Fi=1. 
Шаг 10. Проверить условия: 
а) если i=M+j, то положить M=M+j, 

tk+1=tk+h, k=k+1 и перейти к шагу 2; 
б) если i<M, то положить i=i+1 и перейти к 

шагу 3; 
в) если M≤i≤M+j (новые ветви), то поло-

жить 1i i= +  и перейти к шагу 5. 
Замечания. 
1. Величину λ* можно оценить, например, 

по результатам пробного моделирования тра-
екторий системы наблюдения. 

2. На шаге 2 можно получить ковариацион-
ную матрицу ошибки оценивания для момента 
времени tk: 

T

1,..., ; 1

1 ˆ ˆ( )( ) .
1 i

i i
k k k k k

i M FkM = =

= − −
− ∑ XΓ X X X  

На этом же шаге по выборке Xk можно 
найти оценку апостериорной плотности ве-
роятности 0( , | )kt

kp t Zx . Это дает возможность 
использовать другие критерии при нахожде-
нии оценки вектора состояния, а не только 
критерий минимума среднеквадратической 

ошибки, или вычислять оптимальную оценку 
ˆ

kX  следующим образом: 

0R
ˆ ( , | )k

n

t
k kp t Z d= ∫X x x x . 

3. Для повышения точности расчетов могут 
применяться различные методы численного 
решения стохастических дифференциальных 
уравнений. Однако точность оценивания опре-
деляется не только выбранным методом чис-
ленного решения стохастических дифферен-
циальных уравнений, но и методом моделиро-
вания неоднородных пуассоновских потоков, а 
также свойствами используемых генераторов 
псевдослучайных чисел. 

Преимущества предлагаемой методики оп-
тимального оценивания: 

а) получение оценки в темпе с поступлени-
ем измерений; 

б) простота реализации, так как можно 
применять известные численные методы ре-
шения стохастических дифференциальных 
уравнений и методы моделирования неодно-
родных пуассоновских потоков, вычислитель-
ная сложность алгоритма напрямую зависит от 
вычислительной сложности применяемых 
численных методов и генераторов псевдослу-
чайных чисел; 

в) универсальность, а именно возможность 
решения задачи оптимальной фильтрации для 
линейных и нелинейных моделей объекта на-
блюдения и измерительной системы, для од-
номерного и многомерного случаев. 
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