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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ â íåñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ àïîñòå-

ðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, â

îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè â âèäå ðÿäà

ïî ôóíêöèÿì ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, îïòèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, óðàâíåíèå Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè.

1 Ââåäåíèå

Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â [6, 8, 9], ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ñèãíà-
ëîâ â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ äèôôóçèîííî-ñêà÷êîîáðàçíîãî òèïà. Â ýòîé çàäà÷å òðå-
áóåòñÿ îöåíèòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (îáúåêòà íàáëþäåíèÿ) ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé
ñ ó÷åòîì ïîìåõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåêò íàáëþäåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåé, à èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà � ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì áåç ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåé.

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé íåíîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ïî êîòîðîé ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ ñ ó÷åòîì èçìåðåíèé, â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî ðîáàñòíîå óðàâíåíèå Äóí-
êàíà - -Ìîðòåíñåíà � Çàêàè è ïðåäëîæåí ìåòîä åãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîé ôîðìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ [1, 2, 3, 12], ò.å. ñïåêòðàëüíûé ìåòîä. Òàêîé ïîäõîä áîëåå óíèâåðñàëåí ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè
ïîäõîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïëîòíîñòåé
âåðîÿòíîñòè [5, 11, 14, 15]. Â çàäà÷àõ àíàëèçà, ñèíòåçà, èäåíòèôèêàöèè è ôèëüòðàöèè â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ åãî óíèâåðñàëüíîñòü è óäîáñòâî ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà îáóñëîâëåíû òåì,
÷òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íå ôèêñèðóåòñÿ è âñå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå, âèä
ýòèõ ñîîòíîøåíèé íå çàâèñèò îò áàçèñà.

Â ðàáîòå [9] ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè â ñëó÷àå,
êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé îáúåêòà íàáëþäåíèÿ è èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ò.å.
ðàññìàòðèâàëèñü ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû, çäåñü ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è � îïòè-
ìàëüíîé ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 13-08-
00323-à).
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ìîäåëü ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Èòî [5]:

dX(t) = f
(
t,X(t)

)
dt+ σ

(
t,X(t)

)
dW (t) + dQ(t) (îáúåêò íàáëþäåíèÿ), X(t0) = X0,

dY (t) = c
(
t,X(t)

)
dt+ ζ(t)dV (t) (èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà), Y (t0) = Y0 = 0,

(1)

ãäå X ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, Y ∈ Rm � âåêòîð èçìåðåíèé; t ∈ T = [t0, t1] � îòðåçîê
âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû; f(t, x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ n× 1, σ(t, x) � ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ n× s,
c(t, x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ m× 1, ζ(t) � ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ m× d; W (t) è V (t) � s-ìåðíûé è d-ìåðíûé
ñòàíäàðòíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû. Ïðîöåññû W (t), V (t) è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå X0, çàäàííîå ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè ϕ0(x), íåçàâèñèìû.

×åðåç Q(t) îáîçíà÷åí îáùèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, ò.å.

Q(t) =

P (t)∑
k=1

∆k,

ãäå P (t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, ñ÷èòàþùèé ÷èñëî ðàçðûâîâ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t)
ê ìîìåíòó âðåìåíè t, ∆k � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç Rn, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàäàíî ïëîòíî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòè η(t,∆). Ñëåäîâàòåëüíî, Q(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè òðàåêòîðèÿìè,
òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) èìåþò ðàçðûâû â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
òðàåêòîðèè Q(t). Âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàçðûâàìè òðàåêòîðèé X(t) è Q(t) � ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, çàäàþùèì èíòåíñèâíîñòü ïîÿâëåíèÿ
ðàçðûâîâ òðàåêòîðèé:

X(τk) = X(τk − 0) + ∆k, ∆k ∼ η(τk,∆); τk − τk−1 ∼ E(λ), τ0 = t0, k = 1, 2, . . .

Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ïîÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ òðàåêòîðèé çàâèñèò îò âðåìåíè è òåêóùåãî
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ: λ = λ(t, x). Åñëè âåëè÷èíà ïðèðàùåíèÿ ∆ òàêæå çàâèñèò îò âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, òî èñïîëüçóåòñÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè η(t, x | ξ), õàðàêòåðèçóþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå X(τk) ïðè óñëîâèè X(τk − 0) = ξ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå η(t, x | ξ) = η(t, x− ξ) = η(t,∆), ∆ = x− ξ.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îöåíêè X̂(t) ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé Y t0 =
= {Y (τ), τ ∈ [t0, t)}, ò.å. X̂(t) = ψ(t, Y t0 ), ãäå ψ(t, Y t0 ) � ôóíêöèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè t âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé [1, 4, 5, 11]:

M
[
X(t)− X̂(t)

]
= 0, M

[(
X(t)− X̂(t)

)T(
X(t)− X̂(t)

)]
→ min

ψ(t,·)
,

ãäå M � çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (óñëîâèå íåñìåùåííîñòè îöåíêè è óñëîâèå ìèíèìóìà ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîé îøèáêè îöåíèâàíèÿ).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ψ(t, Y t0 ) = M
[
X(t) |Y t0

]
=

∫
Rn

xp(t, x |Y t0 )dx,

â êîòîðîì p(t, x |Y t0 ) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ.

3 Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

Êàê èçâåñòíî [4, 11], óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à�Êóøíåðà íåïîñðåäñòâåííî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ àïîñòåðèîð-
íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(t, x |Y t0 ), íî åãî ðåøåíèå çàòðóäíèòåëüíî èç-çà òîãî, ÷òî îíî íåëèíåéíîå. Áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Äóíêàíà - -Ìîðòåíñåíà � Çàêàè [4, 11]. Îíî ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
íåíîðìèðîâàííîé àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ϕ(t, x |Y t0 ):

dϕ(t, x |Y t0 )

dt
= Lϕ(t, x |Y t0 )− λ(t, x)ϕ(t, x |Y t0 ) +

+

∫
Rn

λ(t, ξ)η(t, x | ξ)ϕ(t, ξ |Y t0 )dξ +

m∑
α=1

m∑
β=1

cα(t, x)qαβ(t)
dYβ(t)

dt
ϕ(t, x |Y t0 ), ϕ(t0, x) = ϕ0(x), (2)
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ãäå

Lϕ(t, x |Y t0 ) = Aϕ(t, x |Y t0 )− 1

2

m∑
α=1

m∑
β=1

cα(t, x)qαβ(t)cβ(t, x)ϕ(t, x |Y t0 ), q−1(t) = ζ(t)ζT(t),

Aϕ(t, x |Y t0 ) = −
n∑
i=1

∂

∂xi

[
fi(t, x)ϕ(t, x |Y t0 )

]
+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi∂xj

[
gij(t, x)ϕ(t, x |Y t0 )

]
, g(t, x) = σ(t, x)σT(t, x).

Óðàâíåíèå Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè � ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åãî ìîæíî çàïèñûâàòü â ðàçíûõ ôîðìàõ (ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå çàïèñàíî â ôîð-
ìå Ñòðàòîíîâè÷à). Êàê è óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à�Êóøíåðà, îíî ñîäåðæèò ïðîöåññ òèïà áåëîãî øóìà â
ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ èëè òðàåêòîðèþ áåëîãî øóìà ïðè ôèêñèðîâàííûõ èçìåðåíèÿõ, ÷òî âíîñèò äîïîëíè-
òåëüíûå ñëîæíîñòè â ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: h(t, x) = q(t)c(t, x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ m× 1. Òîãäà óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dϕ(t, x |Y t0 )

dt
= Lϕ(t, x |Y t0 )− λ(t, x)ϕ(t, x |Y t0 ) +

∫
Rn

λ(t, ξ)η(t, x | ξ)ϕ(t, ξ |Y t0 )dξ +

+

m∑
α=1

hα(t, x)
dYα(t)

dt
ϕ(t, x |Y t0 ), Lϕ(t, x |Y t0 ) = Aϕ(t, x |Y t0 )− 1

2

m∑
α=1

hα(t, x)cα(t, x)ϕ(t, x |Y t0 ),

è ñ ïîìîùüþ çàìåíû

ρ(t, x |Y t0 ) = exp

{
−

m∑
α=1

hα(t, x)Yα(t)

}
ϕ(t, x |Y t0 ) (3)

ïåðåéòè ê ðîáàñòíîìó óðàâíåíèþ Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè [10, 13, 16] äëÿ íåíîðìèðîâàííîé àïîñòå-
ðèîðíîé ïëîòíîñòè ρ(t, x |Y t0 ), âîîáùå ãîâîðÿ, õàðàêòåðèçóþùåé ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äðóãîé
ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû, îòëè÷íîé îò (1):

∂ρ(t, x |Y t0 )

∂t
= Lρ(t, x |Y t0 )− λ(t, x)ρ(t, x |Y t0 ) +

+

∫
Rn

λ(t, ξ)η(t, x | ξ) exp

{ m∑
α=1

(
hα(t, ξ)− hα(t, x)

)
Yα(t)

}
ρ(t, ξ |Y t0 )dξ −

−
m∑
α=1

Yα(t)Lαρ(t, x |Y t0 ) +

m∑
α=1

m∑
β=1

Yα(t)Yβ(t)Lαβρ(t, x |Y t0 )−
m∑
α=1

Yα(t)
∂hα(t, x)

∂t
ρ(t, x |Y t0 ). (4)

Â óðàâíåíèè (4) Lα = [Hα,L], Lαβ = 1
2 [Hα,Lβ ] = 1

2 [Hα, [Hβ ,L]], à [Hα,L] è [Hα,Lβ ] � êîììóòàòîðû, Hα
� îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ hα(t, x), α, β = 1, 2, . . . ,m. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
ρ(t0, x) = ϕ0(x), ÷òî ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû íåíîðìèðîâàííîé àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (3)
ïðè t = t0 ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Y (t0) = 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî äâà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþ-
ùèìè, ïîëó÷àåì Lα = [Hα,A] = Hα ◦ A −A ◦ Hα, ãäå Hα ◦A è A◦Hα � êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
ñëåäîâàòåëüíî, Lαβ = 1

2 [Hα, [Hβ ,A]].
Ðîáàñòíîå óðàâíåíèå Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè íå ñîäåðæèò ïðîöåññîâ òèïà áåëîãî øóìà èëè èõ

òðàåêòîðèé, ò.å. îíî íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îíî óäîáíåå äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, â òîì ÷èñëå è ñïåêòðàëüíîãî [6, 8, 9].

Ïåðåõîä îò ôóíêöèè ρ(t, x |Y t0 ) ê àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(t, x |Y t0 ) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòà íàáëþäåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà: îáðàòíàÿ çàìåíà è íîðìèðîâêà, ò.å.

ϕ(t, x |Y t0 ) = exp

{ m∑
α=1

hα(t, x)Yα(t)

}
ρ(t, x |Y t0 ), p(t, x |Y t0 ) =

ϕ(t, x |Y t0 )∫
Rn ϕ(t, x |Y t0 )dx

. (5)

Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðû îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñòàöèîíàðíîé ìî-
äåëè èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû: c(t, x) = c(x) è ζ(t) = ζ. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà ìàòðèöà ζ ïîëàãàåòñÿ ðàâ-
íîé åäèíè÷íîé ìàòðèöå, ò.å. h(t, x) = h(x) = c(x). Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðîáàñòíîå óðàâíåíèå Äóí-
êàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè ïðîùå, îíî íå ñîäåðæèò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ñ ïðîèçâîäíûìè êîîðäèíàò
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ôóíêöèè h(t, x) ïî âðåìåíè [6, 9, 10, 13]. Ñòàöèîíàðíîñòü ìîäåëè îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, ò.å. f(t, x) = f(x)
è σ(t, x) = σ(x), ðîáàñòíîå óðàâíåíèå Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè íå óïðîùàåò. Íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé
ðàññìîòðåí â [8, 16], íî òîëüêî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì äèôôóçèîííîãî òèïà.

4 Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà �

Ìîðòåíñåíà � Çàêàè

Â [8] ñïåêòðàëüíûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè,
ñîîòâåòñòâóþùåãî íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå íàáëþäåíèÿ äèôôóçèîííîãî òèïà, ò.å. áåç ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé â óðàâíåíèè îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, à â [9] � äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ äèôôóçèîííî-
ñêà÷êîîáðàçíîãî òèïà. Îáúåäèíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèëü-
òðàöèè â êëàññå íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ äèôôóçèîííî-ñêà÷êîîáðàçíîãî òèïà.

Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé è ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, èñïîëü-
çóåìûå äàëåå, èçëîæåíû â [2, 3]. Òàì æå ïðèâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî
ìåòîäà â çàäà÷àõ àíàëèçà è ñèíòåçà íåïðåðûâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äàëåå îïðåäåëèì áàçèñíûå ñèñòåìû è ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíûé àíàëîã ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà �
Ìîðòåíñåíà � Çàêàè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòðåçîê âðåìåíè T è èçìåðåíèÿ Y t0 çàôèêñèðîâàíû (t = t1).
Ïóñòü {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(T × Rn), ïðè÷åì ôóíê-
öèè
e(i0, i1, . . . , in, t, x) ïîðîæäàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàí-
íûå áàçèñíûå ñèñòåìû {q(i0, t)}∞i0=0 è {p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0 ïðîñòðàíñòâ L2(T ) è L2(Rn) ñîîòâåòñòâåííî,
ò.å.

e(i0, i1, . . . , in, t, x) = q(i0, t) · p(i1, . . . , in, x), i0, i1, . . . , in = 0, 1, 2, . . .

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé èç [2, 3, 8], à èìåííî ïóñòü P (n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàê-
òåðèñòèêà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0;
A(n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðà A, Cα(n+ 1, n+ 1) è Hα(n+ 1, n+ 1) � ñïåê-
òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðîâ Cα è Hα ñîîòâåòñòâåííî, ãäå Cα � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
cα(t, x), α = 1, 2, . . . ,m:

S[A] = A(n+ 1, n+ 1), S[Cα] = Cα(n+ 1, n+ 1), S[Hα] = Hα(n+ 1, n+ 1).

Ýòè ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî áàçèñà {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0.
Òîãäà ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè L(n+ 1, n+ 1), Lα(n+ 1, n+ 1) è Lαβ(n+ 1, n+ 1) îïåðàòîðîâ L,

Lα è Lαβ ñîîòâåòñòâåííî, α, β = 1, 2, . . . ,m, îïðåäåëåííûå îòíîñèòåëüíî òîãî æå áàçèñà, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè A(n+ 1, n+ 1), Cα(n+ 1, n+ 1) è Hα(n+ 1, n+ 1):

S[L] = L(n+ 1, n+ 1) = A(n+ 1, n+ 1)− 1

2

m∑
α=1

Hα(n+ 1, n+ 1) · Cα(n+ 1, n+ 1),

S[Lα] = Lα(n+ 1, n+ 1) =
[
Hα(n+ 1, n+ 1), A(n+ 1, n+ 1)

]
,

S[Lαβ ] = Lαβ(n+ 1, n+ 1) =
1

2

[
Hα(n+ 1, n+ 1),

[
Hβ(n+ 1, n+ 1), A(n+ 1, n+ 1)

]]
,

ãäå [Hα(n+ 1, n+ 1), A(n+ 1, n+ 1)], êàê è â [6], áóäåì íàçûâàòü êîììóòàòîðîì ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ:[

Hα(n+ 1, n+ 1), A(n+ 1, n+ 1)
]

= Hα(n+ 1, n+ 1) ·A(n+ 1, n+ 1)−A(n+ 1, n+ 1) ·Hα(n+ 1, n+ 1).

Íàïîìíèì [2, 3], ÷òî ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó A(n+ 1, n+ 1) ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ñïåê-
òðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî êîîðäèíàòàì âåê-
òîðà ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè fi(t, x) è gij(t, x), i, j = 1, 2, . . . , n, îäíàêî äëÿ
êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå A(n+ 1, n+ 1) çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Äàëåå, Λ(n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà èíòåíñèâíîñòü λ(t, x)
ïîÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ â òðàåêòîðèÿõ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, à H(n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà H, çàäàâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì

Hρ(t, x) =

∫
Rn

λ(t, ξ)η(t, x | ξ) exp

{ m∑
α=1

(
hα(t, ξ)− hα(t, x)

)
Yα(t)

}
ρ(t, ξ)dξ.
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Äëÿ âûðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

Yα(t)
∂hα(t, x)

∂t

âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì èç [8], òîãäà

S
[
Yα(t)

∂hα(t, x)

∂t

]
= Yα(n+ 1, n+ 1) · Ḣα(n+ 1, n+ 1),

ãäå Yα(n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ Yα(t) (ñì. äîïîëíè-
òåëüíî [8]), Ḣα(n+ 1, n+ 1) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
hα(t, x) ïî âðåìåíè, α = 1, 2, . . . ,m. Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè Λ(n+ 1, n+ 1), H(n+ 1, n+ 1), à òàêæå
Yα(n+ 1, n+ 1) è Ḣα(n+ 1, n+ 1), êàê è îáîçíà÷åííûå âûøå, îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé
{e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0.

Êðîìå òîãî, ïóñòü q(1, 0; t0) � ìàòðèöà-ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèé ñèñòåìû {q(i0, t)}∞i0=0 ïðè t = t0:

q(1, 0; t0) =
[
q(0, t0) q(1, t0) q(2, t0) . . .

]T
;

Φ0(n, 0) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ϕ0(x) íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ X0, îïðåäå-
ëåííàÿ îòíîñèòåëüíî áàçèñà {p(i1, . . . , in, x)}∞i1,...,in=0; R(n + 1, 0) � ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöèè
ρ(t, x |Y t0 ), îïðåäåëåííàÿ îòíîñèòåëüíî áàçèñà {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0.

Ïðèìåíèì ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (4). Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü
ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

S
[
∂ρ(t, x |Y t0 )

∂t

∣∣∣∣
ρ(t0,x)=ϕ0(x)

]
= S

[
Lρ(t, x |Y t0 )

]
− S
[
λ(t, x)ρ(t, x |Y t0 )

]
+

+ S
[ ∫

Rn

λ(t, ξ)η(t, x | ξ) exp

{ m∑
α=1

(
hα(t, ξ)− hα(t, x)

)
Yα(t)

}
ρ(t, ξ |Y t0 )dξ

]
−

−
m∑
α=1

S
[
Yα(t)Lαρ(t, x |Y t0 )

]
+

m∑
α=1

m∑
β=1

S
[
Yα(t)Yβ(t)Lαβρ(t, x |Y t0 )

]
−

m∑
α=1

S
[
Yα(t)

∂hα(t, x)

∂t
ρ(t, x |Y t0 )

]
.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé çàïèøåì ñïåêòðàëüíûé àíàëîã ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà � Ìîð-
òåíñåíà � Çàêàè, ò.å. óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè R(n+ 1, 0):

P (n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0)− q(1, 0; t0)⊗Φ0(n, 0) = L(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0)−Λ(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0) +

+H(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0)−
m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Lα(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0) +

+

m∑
α=1

m∑
β=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Yβ(n+ 1, n+ 1) · Lαβ(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0)−

−
m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Ḣα(n+ 1, n+ 1) ·R(n+ 1, 0). (6)

Ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì R(n+ 1, 0) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
q(1, 0; t0)⊗ Φ0(n, 0) ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü:(

P (n+ 1, n+ 1)− L(n+ 1, n+ 1) + Λ(n+ 1, n+ 1)−H(n+ 1, n+ 1) +

+

m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Lα(n+ 1, n+ 1)−
m∑
α=1

m∑
β=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Yβ(n+ 1, n+ 1) · Lαβ(n+ 1, n+ 1) +

+

m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Ḣα(n+ 1, n+ 1)

)
·R(n+ 1, 0) = q(1, 0; t0)⊗ Φ0(n, 0).
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Òîãäà ðåøåíèå ðîáàñòíîãî óðàâíåíèÿ Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè â ñïåêòðàëüíîé ôîðìå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ èìååò âèä

R(n+ 1, 0) =

(
P (n+ 1, n+ 1)− L(n+ 1, n+ 1) + Λ(n+ 1, n+ 1)−H(n+ 1, n+ 1) +

+

m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Lα(n+ 1, n+ 1)−
m∑
α=1

m∑
β=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Yβ(n+ 1, n+ 1) · Lαβ(n+ 1, n+ 1) +

+

m∑
α=1

Yα(n+ 1, n+ 1) · Ḣα(n+ 1, n+ 1)

)−1
·
(
q(1, 0; t0)⊗ Φ0(n, 0)

)
. (7)

Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(t, x |Y t0 ) = S−1
[
R(n+ 1, 0)

]
=

∞∑
i0=0

∞∑
i1=0

. . .

∞∑
in=0

ri0i1...in · e(i0, i1, . . . , in, t, x), (t, x) ∈ T × Rn, (8)

ãäå ri0i1...in � ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè R(n+ 1, 0), ò.å. êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
ρ(t, x |Y t0 ) â ðÿä ïî ôóíêöèÿì áàçèñíîé ñèñòåìû {e(i0, i1, . . . , in, t, x)}∞i0,i1,...,in=0.

Íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ri0i1...in âðÿä ëè âîçìîæíî, ïîýòîìó èìååò ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà (8). Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñû i0, i1, . . . , in
äîëæíû ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, à âñå ââåäåííûå ðàíåå ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
áóäóò êîíå÷íûìè ìàòðèöàìè:

ρ(t, x |Y t0 ) ≈
L0−1∑
i0=0

L1−1∑
i1=0

. . .

Ln−1∑
in=0

ri0i1...in · e(i0, i1, . . . , in, t, x),

ãäå íàòóðàëüíûå ÷èñëà L0, L1, . . . , Ln � ýòî çàäàííûå ïîðÿäêè óñå÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.
Áàçèñíûå ñèñòåìû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé âðåìåíè è âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ ðàç-

ëè÷íûì îáðàçîì èç áàçèñíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé [2, 3, 7, 12], èõ âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé
çàäà÷åé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ρ(t, x |Y t0 ), èñïîëüçóÿ (5), ìîæíî ïîëó÷èòü àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè p(t, x |Y t0 ) è íàéòè îïòèìàëüíóþ îöåíêó X̂(t).

Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíóþ ôîðìó ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, ìîæíî âûðàçèòü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ôóíêöèé ϕ(t, x |Y t0 ) è p(t, x |Y t0 ), à òàêæå ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó îïòèìàëüíîé îöåíêè X̂(t)
÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó R(n+ 1, 0). Òåì íå ìåíåå, ýòî âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî èç-çà âîçìîæíîãî
ñíèæåíèÿ òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ, âûçâàííîãî óñå÷åíèåì ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå
íå ñëåäóåò âûðàæàòü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè hα(t, x) ÷åðåç ñïåê-
òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè cα(t, x) è qαβ(t), α, β = 1, 2, . . . ,m.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ïðè âûâîäå ñïåêòðàëüíîãî àíàëîãà ðîáàñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ Äóíêàíà � Ìîðòåíñåíà � Çàêàè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îòðåçîê âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ çàôèêñè-
ðîâàí âìåñòå ñ èçìåðåíèÿìè Y t0 , îäíàêî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è áàçèñíûìè ñèñòåìàìè, çàäàííûìè íà
íåñòàöèîíàðíîì îòðåçêå âðåìåíè [12], ÷òî ïîçâîëèò ðåøàòü çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà
íàáëþäåíèÿ â òåìïå ñ ïîñòóïëåíèåì èçìåðåíèé.
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