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Введение. Оценивание текущего состояния 
динамической системы в условиях помех по 
результатам измерений в соответствии с за-
данным критерием – оптимальная фильтрация – 
возникает во многих задачах радиотехники, 
навигации и управления, при обработке инфор-
мации [1, 2]. При построении приближенно-
аналитических методов решения различных 
задач теории стохастических систем в случае 
использования уравнений для нормированных 
или ненормированных плотностей вероятности 
(в том числе и задачи оптимальной фильтра-
ции [3–5]) широко применяется представление 

решения задачи в виде ортогонального ряда. 
Но, как правило, для этого фиксируется некото-
рая система ортогональных функций и ищутся 
соотношения для нахождения коэффициентов 
ряда. Спектральный метод [6–10], применяемый 
далее, более универсален, так как использует 
произвольную ортогональную (ортонормирован-
ную, биортонормированную) систему функций. 
Соотношения для нахождения коэффициентов 
ряда при применении спектрального метода за-
писываются в матричной форме, вид этих соот-
ношений не зависит от выбора ортогональной 
системы функций.
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В работе [3] спектральный метод применял-
ся для решения задачи оптимальной фильтра-
ции в случае, когда коэффициенты уравнений 
объекта наблюдения и измерительной системы 
не зависят от времени (т.е. рассматривались 
стационарные системы), здесь этот подход при-

меняется для более общей задачи – оптималь-
ной фильтрации сигналов для нестационарных 
систем.
Постановка задачи. Рассматривается модель си-

стемы наблюдения, описываемая стохастическими 
дифференциальными уравнениями Ито [11]:
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где R nX  – вектор состояния, R mY  – вектор измерений; 0 1[ , ] t T t t  – отрезок времени функ-

ционирования системы; ( , )f t x  – вектор-функция 1n , ( , ) t x  – матричная функция n s , ( , )c t x  – 

вектор-функция 1m , ( ) t  – матричная функция m d ; ( )W t  и ( )V t  – s -мерный и d -мерный стан-

дартные винеровские процессы. Процессы ( )W t , ( )V t  и начальное состояние 0X , заданное плот-

ностью вероятности 0 ( ) x , независимы.

Задача оптимальной фильтрации состоит в нахождении оценки ( )X t


 по результатам измерений 

0 0{ ( ), [ , )}  tY Y t t , т.е. 0( ) ( , )tX t t Y


, где 0( , ) tt Y  – функция, обеспечивающая в каждый момент 

времени t  выполнение условий
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где M  – знак математического ожидания.
Решение этой задачи определяется соотношением [11] 

 0 0 0R
( , ) [ ( ) | ] ( , | ) ,    n

t t tt Y M X t Y xp t x Y dx

в котором 0( , | )tp t x Y  – апостериорная плотность вероятности вектора состояния X .
Соотношения для апостериорной плотности вероятности. Для нахождения апостериорной 

плотности вероятности могут использоваться различные уравнения. Уравнение Стратоновича–Куш-
нера [11] непосредственно описывает эволюцию 0( , | )tp t x Y , но его решение слишком трудоемко 
из-за того, что это нелинейное стохастическое дифференциальное уравнение в частных произво-
дных. Уравнению Дункана–Мортенсена–Закаи [5, 11, 12] удовлетворяет ненормированная апосте-
риорная плотность вероятности 0( , | ) tt x Y :
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Оно является стохастическим дифференциальным уравнением в частных производных, его мож-
но записывать в разных формах. Уравнение (2) понимается в форме Стратоновича. Существенное 
преимущество этого уравнения – линейность, но его решение осложняет наличие процесса типа 
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белого шума в последних слагаемых (при фиксированных измерениях – наличие одной из траек-
торий этого процесса).

Пусть ( , ) ( ) ( , )t x q t c t xh  – вектор-функция 1m , тогда уравнение (2) можно переписать в виде

0
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а с помощью замены
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можно перейти к робастному уравнению Дункана–Мортенсена–Закаи [12, 13] для другой ненорми-
рованной апостериорной плотности 0( , | ) tt x Y : 
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В уравнении (4) [ , ]    , 1 1
2 2[ , ] [ ,[ , ]]           , а [ , ]   и [ , ]    – коммутаторы, 

  – оператор умножения на функцию ( , )h t x , , 1,2, ,    m . Начальное условие для этого урав-
нения 0 0( , ) ( ) t x x , что следует из формулы замены ненормированной апостериорной плотности 
вероятности (3) при 0t t  с учетом начального условия 0( ) 0Y t .

Робастное уравнение Дункана–Мортенсена–Закаи не содержит процессов типа белого шума (или 
их траекторий, если измерения зафиксированы), поэтому оно предпочтительнее для приближен-
ного решения с помощью приближенно-аналитических и численных методов [3, 5, 12, 14, 15].

Принимая во внимание, что два оператора умножения на скалярные функции являются комму-

тирующими, получаем [ , ] ,              где     и    – композиции линейных 

операторов, т.е. 1
2 [ ,[ , ]].     

Переход от функции 0( , | ) tt x Y  к апостериорной плотности вероятности 0( , | )tp t x Y  вектора со-
стояния X  осуществляется при помощи обратной замены и нормировки:
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Отметим, что во многих публикациях авторы ограничиваются рассмотрением только стационар-

ной модели измерительной системы: ( , ) ( )c t x c x  и ( ) t . Кроме того, для удобства матрица 

  полагается равной единичной матрице, т.е. ( , ) ( ) ( ) t x x ch xh . При такой постановке задачи 

робастное уравнение Дункана–Мортенсена–Закаи проще, оно не содержит последнего слагаемого 

с производными координат функции ( , )h t x  по времени [13–15]. Стационарность модели объекта 

наблюдения, т.е. ( , ) ( )f t x f x  и ( , ) ( ) t x x , робастное уравнение Дункана–Мортенсена–Закаи не 
упрощает.
Спектральный метод решения робастного уравнения Дункана–Мортенсена–Закаи. Как и в 

[3], применим спектральную форму математического описания для решения робастного уравнения 
Дункана–Мортенсена–Закаи. Базовые определения и свойства спектральных характеристик функ-
ций и линейных операторов, используемые далее, изложены в [6–10].
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Определим базисные системы и получим спектральный аналог робастного уравнения Дунка-

на–Мортенсена–Закаи в предположении, что отрезок времени T  и измерения 0
tY  зафиксированы 

1( )t t . Пусть 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}  

nn i i ie i i i t x  – ортонормированный базис пространства 
2 ( R ) nL T , причем 

функции 0 1( , , , , , ) ne i i i t x  порождаются всевозможными произведениями функций, образующих 

ортонормированные базисные системы 00 0{ ( , )}iq i t  и 
11 , , 0{ ( , , , )} 

nn i ip i i x  пространств 2 ( )L T  и 2 (R )nL  
соответственно, т.е. 

                                   0 1 0 1 0 1( , , , , , ) ( , ) ( , , , ), , , , 0,1,2,     n n ne i i i t x q i t p i i x i i i

Введем следующие обозначения: ( 1, 1) A n n  – спектральная характеристика оператора  , 

( 1, 1)  C n n  и ( 1, 1)  H n n  – спектральные характеристики операторов   и   соответственно 

(   – оператор умножения  на функцию ( , )c t x ), 1,2, ,   m :

                              ] ( 1, 1), ] ( 1, 1), ] ( 1[ [ , 1).[          A n n C n n H n n    

Эти спектральные характеристики определены относительно базиса 0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}  
nn i i ie i i i t x .

Спектральная характеристика ( 1, 1) L n n  оператора  , определенная относительно той же 
базисной системы, выражается через спектральные характеристики ( 1, 1) A n n , ( 1, 1)  C n n  и 

( 1, 1)  H n n :
                             1

2
1

[ ( 1, 1) ( 1, 1)] ( 1, 1) ( 1, 1), 


           
m

L n n A n n H n n C n n

что следует из свойств спектральных характеристик линейных операторов. В свою очередь спек-
тральную характеристику ( 1, 1) A n n  можно выразить с помощью спектральных характеристик 
операторов дифференцирования первого и второго порядков, а также операторов умножения на 
функции ( , )if t x  и ( , )ijg t x , , 1,2, , i j n  (см. [6, 7]).

Далее выразим спектральную характеристику ( 1, 1)  L n n  линейного оператора  : 

                                 
[ ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

( 1, 1) ( 1, 1) [ ( 1, 1), ( 1, 1)]
]

,
  

 

         
          

L n n H n n A n n
A n n H n n H n n A n n



где [ ( 1, 1), ( 1, 1)]    H n n A n n , как и в [3], будем называть коммутатором спектральных характери-
стик линейных операторов. Таким образом, спектральная характеристика ( 1, 1)  L n n  линейного 
оператора   выражается формулой

                          
1
2[ ( 1, 1) [ ( 1, 1),[ ( 1, 1), ( 1, 1)]].]            L n n H n n H n n A n n

Свойства коммутаторов спектральных характеристик линейных операторов на пространстве 
функций времени и вектора состояния, т.е. размерности 2( 1)n , очевидно, аналогичны свойствам 
коммутаторов спектральных характеристик линейных операторов на пространстве функций векто-
ра состояния, т.е. размерности 2n . Эти свойства (билинейность, антикоммутативность и тожде-
ство Якоби) приведены в [3].

Наконец, выразим спектральную характеристику оператора умножения на функцию

( , )( ) .





h t xY t
t

Для этого обозначим через ( 1, 1)  Y n n  спектральную характеристику оператора умножения 

на функцию ( )Y t , а через ( 1, 1)  H n n  – спектральную характеристику оператора умножения на 

производную функции ( , )h t x  по времени, 1,2, ,   m . Указанные спектральные характеристики 

определены относительно базисной системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}  

nn i i ie i i i t x , тогда



12   ИНФОРМАЦИОННЫЕ И ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 22, 2014

                                          ( , )( ) ( 1, 1) ( 1, 1).
  

         
h t xY t Y n n H n n

t


Если (1,1)Y  – спектральная характеристика оператора умножения на функцию ( )Y t , 1,2, ,   m , 

которая определена относительно базисной системы 
00 0{ ( , )}iq i t , то

                                                       ( 1, 1) (1,1) ( , ),    Y n n Y E n n

где ( , )E n n  – единичная матрица размерности 2n .
Применим спектральное преобразование к левой и правой частям уравнения (4). Учитывая ли-

нейность спектрального преобразования, получаем
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Введем дополнительные обозначения. Пусть ( 1, 1) P n n  – спектральная характеристика оператора 

дифференцирования по времени с учетом значения функции в начальный момент 0t ; 0(1,0; )q t  – матрица-

столбец значений функций системы 00 0{ ( , )}iq i t  при 0t t :  T

0 0 0 0(1,0; ) (0, )  (1, )  (2, )    q t q t q t q t ; 0 ( ,0) n  – 
спектральная характеристика плотности вероятности 

0 ( ) x  начального состояния 0X , определен-
ная относительно базисной системы 

11 , , 0{ ( , , , )} 
nn i ip i i x ; ( 1,0)R n  – спектральная характеристика 

функции 0( , | ) tt x Y , определенная относительно базисной системы 0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}  
nn i i ie i i i t x .

С учетом введенных обозначений запишем спектральный аналог робастного уравнения Дунка-
на–Мортенсена–Закаи, т.е. уравнение относительно неизвестной спектральной характеристики 

( 1,0)R n :
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                  (6)

Сгруппируем все слагаемые с множителем ( 1,0)R n  в левой части равенства, а тензорное про-
изведение 0 0(1,0; ) ( ,0)q t n  перенесем в правую часть: 
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Тогда решение робастного уравнения Дункана–Мортенсена–Закаи в спектральной форме мате-
матического описания имеет вид
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Следовательно, 
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t n
i i i n
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t x Y r e i i i t x t x T                                  (8)

где 0 1 ni i ir  – элементы спектральной характери-
стики ( 1,0)R n , т.е. коэффициенты разложе-

ния функции 0( , | ) tt x Y  в ряд по функциям ба-

зисной системы 0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}  
nn i i ie i i i t x .

Найти точное значение всех коэффициентов 

разложения 0 1 ni i ir  вряд ли возможно, поэтому 

имеет смысл рассматривать приближенное ре-
шение в виде частичной суммы ряда (8). В этом 
случае индексы 10 , ,..., ni i i  должны принимать 
лишь конечное число значений, а все введен-
ные ранее спектральные характеристики будут 
конечными матрицами: 

0

0 1
0 1

11 11

0 0 1
0 0 0

( , | ) ... ( , , , , , ),
 


  

   
n

n
n

L LL
t

i i i n
i i i

t x Y r e i i i t x

где натуральные числа 0 1, ,..., nL L L  – это задан-
ные порядки усечения спектральных характери-
стик.

Базисные системы для представления функ-
ций времени и вектора состояния могут фор-
мироваться с помощью как хорошо известных 
ортонормированных систем [6–10], так и новых 
[16]. После определения функции 0( , | ) tt x Y , 
используя (5), можно получить апостериорную 
плотность вероятности 0( , | )tp t x Y  и найти опти-
мальную оценку ( )X t


.

Отметим, что, используя спектральную фор-
му математического описания, можно выра-
зить спектральные характеристики функций 

0( , | ) tt x Y  и 0( , | )tp t x Y , а также спектральную ха-
рактеристику оптимальной оценки ( )X t


 через 

спектральную характеристику ( 1,0)R n . Одна-
ко, это вряд ли целесообразно из-за возможно-
го снижения точности оценивания, вызванного 
усечением спектральных характеристик. По 
этой же причине не следует выражать спек-
тральные характеристики операторов умноже-
ния на функции ( , )h t x  через спектральные ха-
рактеристики операторов умножения на функ-
ции ( , )c t x  и ( )q t , , 1,2, ,    m .

В настоящее время при решении задач анали-
за непрерывных систем управления спектраль-
ным методом, как правило, для представления 
функций времени используются базисные си-
стемы, заданные на стационарном отрезке [6], 
хотя первоначально спектральный метод ана-
лиза применялся с использованием базисных 
систем, заданных на нестационарном отрезке 
[10]. В задачах синтеза оптимального управ-
ления, если промежуток времени функциони-
рования задан, базисные системы следует за-
давать на стационарном отрезке времени из-за 
необходимости учета краевых условий (такие 
задачи рассмотрены в [7]). В рассматриваемой 
задаче оптимальной фильтрации при выводе 
спектрального аналога робастного уравнения 
Дункана–Мортенсена–Закаи предполагалось, 
что отрезок времени функционирования зафик-
сирован вместе с измерениями 0

tY , однако мож-
но воспользоваться и базисными системами, за-
данными на нестационарном отрезке времени, 
что позволит решать задачу оценивания теку-
щего состояния объекта наблюдения в темпе с 
поступлением измерений.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (проект № 13-08-00323-а).
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