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Рассматривается задача оптимального управления нелинейными стохастическими
системами, математическая модель которых задается стохастическим дифференциаль-
ным уравнением Ито со скачкообразной компонентой, описывающей влияние случай-
ных импульсных воздействий или помех. Предполагается, что появлением скачков в
траекториях системы управляет марковский процесс с конечным множеством состо-
яний. При управлении может использоваться информация только о части координат
вектора состояния.
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1. Введение

В работе рассматриваются системы управления, математические модели которых зада-
ются нелинейными стохастическими дифференциальными уравнениями с диффузионной
и скачкообразной компонентами, позволяющими учитывать действующие на систему слу-
чайные возмущения различной природы: непрерывные и импульсные [1,2]. На основе таких
систем можно моделировать поведение довольно сложных объектов, учитывая как непре-
рывные случайные воздействия, так и импульсные, приводящие к разрывам траекторий.

Достаточно часто для описания скачкообразной компоненты ограничиваются общим
пуассоновским процессом или пуассоновской случайной мерой [3,4]. Такой выбор обуслов-
лен развитым математическим аппаратом (стохастические дифференциальные уравнения
с пуассоновской составляющей, уравнения Колмогорова –Феллера), но следствием выбо-
ра общего пуассоновского процесса является использование только показательного закона
распределения для промежутков времени между последовательными импульсными воз-
действиями (разрывами траекторий). Для того чтобы снять такие ограничения, можно
использовать модели систем со случайным периодом квантования — упрощенный вариант
систем со случайной структурой [1]. В них появлением разрывов траекторий управляет
вспомогательный марковский процесс с конечным множеством состояний, задаваемый на-
чальным распределением и интенсивностями переходов. Конечно, использование систем со
случайной структурой не позволит охватить весь спектр случайных потоков импульсных
воздействий, но даст возможность расширить модели, использующие только пуассоновскую
составляющую. Методы анализа систем со случайным периодом квантования достаточно
полно отражены в публикациях [1,5–8]. К сожалению, этого нельзя сказать о задачах син-
теза оптимального управления.

Использование систем со случайной структурой приводит к ряду трудностей, в основ-
ном связанных со сложностью описания обобщенными уравнениями Фоккера –Планка –
Колмогорова [1, 9]. Вторая сложность связана с тем, что большое количество параметров
модели (интенсивности, параметры распределений приращений, которые получает вектор
состояния при разрывах траекторий для различных переходов между состояниями вспомо-
гательного марковского процесса) затрудняет их идентификацию. Поэтому целесообразно,
взяв за основу модель системы со случайным периодом квантования, рассмотреть некото-
рые частные случаи с обозримым числом параметров. Например, один из таких частных



146 Математическое моделирование и управление ТРУДЫ МФТИ. — 2015. — Том 7, № 1

случаев сводится к описанию промежутков времени между последовательными импульс-
ными воздействиями эрланговским законом распределения, т.е. когда состояния вспомо-
гательного марковского процесса последовательно сменяются «по кругу», а переход из
некоторого, заранее выбранного, состояния в следующее сопровождается разрывом тра-
ектории: моменты появления разрывов траекторий образуют эрланговский поток событий.
Достаточные условия оптимальности такими системами получены в работе [10].

Системы, описываемые стохастическими дифференциальными уравнениями с диффу-
зионной и скачкообразной компонентами, в настоящее время активно используются для
моделирования цен акций [4, 11–14]. Однако задачи финансовой математики составляют
только часть прикладных задач, при решении которых целесообразно использовать мате-
матический аппарат теории систем со случайным периодом квантования. Подобный класс
систем находит широкое применение при решении различных технических задач [1,7, 8].

Задача синтеза оптимального управления заключается в нахождении пары функций:
управления, входящего в коэффициенты стохастического дифференциального уравнения,
составляющего основу математической модели системы, и плотности вероятности векто-
ра состояния, минимизирующих заданный функционал качества. Предполагается, что при
управлении используется информация о текущем времени и величине части координат век-
тора состояния, т.е. рассматривается управление по неполному вектору состояния при его
точном измерении. При такой постановке задачи программное управление и управление с
полной обратной связью являются частными случаями, когда число измеряемых координат
соответственно нулевое или совпадает с размерностью вектора состояния. В этом состоит
существенное отличие от других постановок задачи оптимального управления (см., напри-
мер, [9, 14–16]).

На основе достаточных условий оптимальности в задаче синтеза систем со случайной
структурой [17, 18] получены соотношения для определения оптимального управления в
задаче синтеза стохастических систем при импульсных воздействиях, образующих непуас-
соновские потоки событий, рассмотрен частный случай нахождения оптимального в сред-
нем управления. Детально разобраны примеры, в которых предполагается, что импульсные
воздействия образуют эрланговский поток событий, а также гиперэрланговские потоки со-
бытий, задаваемые случайной смесью и чередованием эрланговских распределений. В ос-
нове применяемых достаточных условий лежит принцип расширения [19,20], позволяющий
перейти от оптимизации в функциональном пространстве к конечномерной оптимизации
и упростить исходную задачу, с успехом применяемый для более простых стохастических
систем [21,22].

2. Постановка задачи

Модель стохастической системы управления описывается уравнением Ито со скачкооб-
разной компонентой [2]:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑡,𝑋(𝑡),u(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡,𝑋(𝑡),u(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡) + 𝑑𝑄(𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (1)

где 𝑋 ∈ R𝑛 — вектор состояния; u ∈ 𝑈 ⊆ R𝑞 — вектор управления; 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑇
— промежуток времени функционирования системы, моменты времени 𝑡0 и 𝑡1 заданы;
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 × R𝑛 × 𝑈 → R𝑛 — вектор-функция размера 𝑛, 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 × R𝑛 × 𝑈 → R𝑛×𝑠
— матричная функция размеров 𝑛× 𝑠; 𝑊 (𝑡) — 𝑠-мерный стандартный винеровский про-
цесс, не зависящий от 𝑋0; 𝑄(𝑡) — случайный процесс с кусочно-постоянными траекториями
(ступенчатый случайный процесс).

Прежде чем описать процесс 𝑄(𝑡), дополнительно определим случайный процесс 𝐾(𝑡)
с конечным множеством состояний {1, 2, . . . , 𝑁}. Он задается интенсивностями перехо-
дов 𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → [0,+∞), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 , 𝑘 ̸= 𝑟, т.е. вероятность смены состояния
𝑘 → 𝑟 определяется выражением

P
(︀
𝐾(𝑡+Δ𝑡) = 𝑟 | 𝐾(𝑡) = 𝑘, 𝑋(𝑡) = 𝑥

)︀
= 𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.
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Для определенности будем полагать начальное состояние для процесса 𝐾(𝑡) фиксирован-
ным: 𝐾(𝑡0) = 1. Процесс 𝐾(𝑡) можно описать с помощью стохастических дифференциаль-
ных уравнений [2, 14,24].

Случайный процесс 𝑄(𝑡) задается в виде

𝑄(𝑡) =

𝐽(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑌 (𝜏𝑖),

где 𝐽(𝑡) — считающий процесс [25], возрастающий на единицу при смене состояния процес-
са 𝐾(𝑡), 𝑌 (𝜏𝑖) — независимые случайные величины из R𝑛, распределение которых задано
плотностью вероятности 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑦) : 𝑇 × R𝑛 → [0,+∞) или в общем случае условной плотно-
стью вероятности 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥+ 𝑦 |𝑥) : 𝑇 × R𝑛 × R𝑛 → [0,+∞) (здесь индексы 𝑘 и 𝑟 соответству-
ют смене состояний 𝑘 → 𝑟 для процесса 𝐾(𝑡), 𝑡 = 𝜏𝑖). Таким образом, вектор состояния 𝑋
получает случайные приращения в моменты времени 𝜏1, 𝜏2, . . . , образующие случайный
поток событий [2,25]:

𝑋(𝜏𝑖) = 𝑋(𝜏𝑖 − 0) + 𝑌 (𝜏𝑖).

Промежутки времени Δ𝜏𝑖 = 𝜏𝑖 − 𝜏𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, . . . (𝜏0 = 𝑡0), описываются обобщенным
показательным законом распределения с параметром 𝜆𝑘𝑟(𝑡) = 𝜆𝑘𝑟(𝑡,𝑋(𝑡)). Отметим, что
при некоторых переходах 𝑘 → 𝑟 можно положить 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑦) = 𝛿(𝑦) и тогда вектор состояния
не будет получать приращения. Это позволяет формировать различные законы распределе-
ния для промежутков времени между последовательными разрывами траектории процесса
𝑋(𝑡), представляя эти промежутки как суммы случайных величин, имеющих обобщенное
показательное распределение. Например, переходы 1 → 2, 2 → 3, . . . , 𝑁 − 1 → 𝑁 , 𝑁 → 1
с постоянной интенсивностью 𝜆 при условии, что вектор состояния получает приращение
только при переходе 𝑁 → 1, позволяют задавать промежутки времени между последова-
тельными разрывами траектории процесса 𝑋(𝑡) эрланговским законом распределения с
параметрами 𝜆 и 𝑁 . Если распределение случайных величин 𝑌 (𝜏𝑖) не зависит от времени,
то будем использовать обозначение 𝑌𝑖 (далее в примерах будет рассматриваться именно
такой упрощенный вариант).

Случайный процесс𝑄(𝑡) определяется матрицей интенсивностей Λ(𝑡, 𝑥) = [𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)]
𝑁
𝑘,𝑟=1

(𝜆𝑘𝑘(𝑡, 𝑥) ≡ 0) и матрицей плотностей вероятности приращений вектора состояния
Θ(𝑡, 𝑦) = [𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑦)]

𝑁
𝑘,𝑟=1 (𝑞𝑘𝑘(𝑡, 𝑦) ≡ 0) или в общем случае матрицей условных плотностей ве-

роятности Θ(𝑡, 𝑥+ 𝑦 |𝑥) = [𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥+ 𝑦 |𝑥)]𝑁𝑘,𝑟=1 (𝑞𝑘𝑘(𝑡, 𝑥+ 𝑦 |𝑥) ≡ 0). Матрица Λ(𝑡, 𝑥) опре-
деляет стохастический граф K процесса 𝐾(𝑡) с вершинами 1, 2, . . . , 𝑁 и дугами с весами
𝜆𝑘𝑟. Простые циклы в этом графе, в которых только для одного из переходов происходит
разрыв траектории вектора состояния, соответствует обобщенному эрланговскому закону
распределения для промежутков времени между последовательными разрывами траекто-
рий процесса 𝑋(𝑡). Если в такой цепи при нескольких переходах вектор состояния получает
приращение, то такой вариант связан с чередованием обобщенных показательных и эрлан-
говских законов распределения. Наличие нескольких простых циклов с общей вершиной
соответствует смеси таких распределений (гиперэкспоненциальному или гиперэрланговско-
му распределению). Наличие простых цепей (незамкнутых путей с попарно различными
вершинами), не являющихся частью циклов, допускает только конечное число разрывов
для траекторий процесса 𝑋(𝑡), не превосходящее длины этой цепи, для произвольного вре-
мени функционирования системы.

Далее предполагается, что все вершины в K достижимы из вершины с номером 1. Если
же граф K не является связным, то для разных траекторий процесса 𝑋(𝑡) могут быть
выбраны разные законы распределения для промежутков времени между разрывами, в
последнем случае начальное значение 𝐾(𝑡0) должно быть другим, а именно, 𝐾(𝑡0) может
принимать разные значения, каждое из которых соответствует некоторой вершине, вхо-
дящей в связный подграф K, с заданными вероятностями, сумма которых равна единице.
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Например, для части траекторий промежутки времени между разрывами могут описывать-
ся только эрланговским законом параметрами 𝜆1 = const и 𝑁1, а для остальных траекторий
— только эрланговским законом параметрами 𝜆2 = const и 𝑁2.

Заметим, что можно было бы рассмотреть случай с ненулевыми диагональными эле-
ментами матриц Λ(𝑡, 𝑥) и Θ(𝑡, 𝑥 + 𝑦 |𝑥), определяющими петли в стохастическом графе K
процесса 𝐾(𝑡), которым соответствует независимый поток разрывов траекторий процес-
са 𝑋(𝑡) с задаваемыми обобщенным показательным законом распределения промежутков
времени между ними. Однако, следуя [1], ограничимся более простым случаем.

При управлении используется информация о времени и о величине𝑚 первых координат
вектора состояния, 0 6 𝑚 6 𝑛, т.е.

𝑋 = [𝑋(1) 𝑋(2)]
T, u(𝑡) = 𝑢(𝑡,𝑋(1)(𝑡)),

где 𝑋(1) = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑚]
T ∈ R𝑚, 𝑋(2) = [𝑋𝑚+1 . . . 𝑋𝑛]

T ∈ R𝑛−𝑚. Для любой задачи
управления по неполному вектору состояния можно упорядочить координаты именно та-
ким образом.

Предполагается, что функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) обладают следующи-
ми свойствами [4]: функции 𝑓𝑖,𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1))) и 𝑔𝑖𝑗,𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))
кусочно-непрерывны по 𝑡 для всех 𝑥 ∈ R𝑛; при фиксированном 𝑡 ∈ 𝑇 𝑓𝑖,𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1(R𝑛)
и 𝑔𝑖𝑗,𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶2(R𝑛), где 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢) — элементы матричной функции 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) = 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢)×
×𝜎T(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐶𝜇(R𝑛) — пространство функций, имеющих непрерывные и ограниченные про-
изводные порядка 𝛾 6 𝜇; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Кроме того, 𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и

´
R𝑛 𝑦𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 + 𝑦 |𝑥)𝑑𝑦 —

непрерывные или кусочно-непрерывные по 𝑡функции, удовлетворяющие условию Липшица
по 𝑥; 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Далее множество таких функций 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) будем обозначать через
U𝑚. Случайный вектор 𝑋0 имеет конечные моменты второго порядка.

Эти условия (иногда к ним добавляется дополнительное условие на матрицу диффу-
зии 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢), требуемое для разрешимости приведенных ниже параболических уравнений)
обеспечивают существование и единственность сильного решения уравнения (1), однако они
вносят слишком много ограничений при решении прикладных задач. Вопросы, связанные
с ослаблением условий, рассмотрены в [26]. В частности, можно рассматривать уравне-
ния с разрывным коэффициентом сноса 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) или вырожденной матрицей диффузии
𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢), достаточно часто встречающиеся в задачах управления. Отметим, что в [26] рас-
смотрены стохастические дифференциальные уравнения без скачкообразной компоненты,
тем не менее эти результаты могут быть обобщены. Кроме того, можно рассматривать
задачу оптимального управления слабым решением стохастического дифференциального
уравнения.

Пара (𝑋(𝑡),𝐾(𝑡)) описывается распределением 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑘) : 𝑇 × R𝑛 × {1, 2, . . . , 𝑁} →
→ [0,+∞) или упорядоченной совокупностью ненормированных плотностей вероятности
𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥), 𝜙⟨2⟩(𝑡, 𝑥), . . . , 𝜙⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥) (𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → [0,+∞)), удовлетворяющих системе
обобщенных уравнений Фоккера –Планка –Колмогорова [1, 5, 9]:

𝜕𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−
𝑁∑︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘
𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+

𝑁∑︁
𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘

ˆ
R𝑛

𝜆𝑟𝑘(𝑡, 𝑧)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

(2)

в которой

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)
]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)
]︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.
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Начальное состояние 𝑋0 задается плотностью вероятности 𝜙0(𝑥). C учетом условия
𝐾(𝑡0) = 1 получаем

𝜙⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁. (3)

Плотность вероятности 𝜙(𝑡, 𝑥) вектора состояния 𝑋 представляется в виде суммы

𝜙(𝑡, 𝑥) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

(︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 ≡ 1

)︂
.

Решение уравнений (2) будем понимать в обобщенном смысле, поскольку такой под-
ход позволит в дальнейшем охватить более широкий круг прикладных задач и приме-
нить методы приближенного синтеза оптимального управления, основанные на ортого-

нальных разложениях [27]. Таким образом, 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) ∈𝑊 1,1
2 (𝑇 × R𝑛), а 𝜙⟨𝑘⟩

0 (𝑥) ∈𝑊 1
2 (R𝑛),

где 𝑊 1,1
2 (𝑇 × R𝑛) и 𝑊 1

2 (R𝑛) — соответствующие пространства Соболева.
Для последующих рассуждений соотношения (2) и (3) удобно переписать в векторной

форме:

𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥), 𝜙(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥),

𝜙(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑡, 𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

]︀T
, 𝜙0(𝑥) =

[︀
𝜙0(𝑥) 0 . . . 0

]︀T
,

(4)

где 𝒜𝑢 = [𝒜𝑘𝑟]
𝑁
𝑘,𝑟=1 — матрица операторов, соответствующих уравнениям (2):

𝒜𝑘𝑘𝜙
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = 𝒜𝑢𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−
𝑁∑︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘
𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥),

𝒜𝑘𝑟𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) =

ˆ
R𝑛

𝜆𝑟𝑘(𝑡, 𝑧)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

Обозначим через F множество допустимых плотностей вероятности вектора состояния:

F =

{︂
𝜙(𝑥) =

[︀
𝜙⟨1⟩(𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑥)

]︀T
: 𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) ∈𝑊 1

2 (R𝑛),

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) > 0 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁),
𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)𝑑𝑥 = 1

}︂
.

Пусть D𝑚 — множество пар 𝑑𝑚 = (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1))) таких, что 𝜙(𝑡, 𝑥) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) ∈ U𝑚 удо-
влетворяют уравнению (4), где 𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ F для любого фиксированного 𝑡 ∈ 𝑇 . Введем на
D𝑚 функционал качества:

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) =

ˆ 𝑡1

𝑡0

ˆ
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥)), (5)

где 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) : 𝑇 × R𝑛 × 𝑈 → R — ограниченная функция, а 𝜃(𝜙(𝑥)) : F → R — ограни-
ченный функционал. Функция 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) и функционал 𝜃(𝜙(𝑥)) заданы. На функцию
𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) можно накладывать дополнительные условия, обеспечивающие конечность
величины 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚).

Введение нелинейного по плотности вероятности функционала качества усложняет со-
отношения для нахождения оптимального управления, но позволяет охватить задачи, для
которых критерий оптимального в среднем управления неудачен.

Для многих задач достаточно рассмотреть зависимость функционала качества от
𝜙(𝑡, 𝑥), а не от 𝜙(𝑡, 𝑥). Определяя дополнительно вектор 1 = [ 1 1 . . . 1 ]T, dim1 = 𝑁 , по-
лучаем 𝜙(𝑡, 𝑥) = 1T𝜙(𝑡, 𝑥), т.е. зависимость от 𝜙(𝑡, 𝑥) можно рассматривать как частный



150 Математическое моделирование и управление ТРУДЫ МФТИ. — 2015. — Том 7, № 1

случай зависимости от 𝜙(𝑡, 𝑥). Кроме того, определение функционала в форме (5) пред-
почтительнее, поскольку 𝜙(𝑡, 𝑥) несет не всю информацию о системе (2), а именно при
переходе от 𝜙(𝑡, 𝑥) к 𝜙(𝑡, 𝑥) теряется информация о процессе 𝐾(𝑡).

З а д а ч а 1. Требуется найти такой элемент 𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚, что

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚). (6)

З а д а ч а 2. Требуется найти такую синтезирующую функцию 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) : 𝑇 ×
×R𝑚 × F → 𝑈 , что

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) (7)

для любых допустимых 𝜙0(𝑥).
Если рассматривать управление решением уравнения (4), то оптимальная синтезиру-

ющая функция 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) — это управление с обратной связью с учетом того, что
состоянием системы, которое содержит всю информацию в текущий момент времени 𝑡,
является функция 𝜙(𝑡, 𝑥). При заданной начальной плотности вероятности 𝜙0(𝑥) она по-
рождает оптимальное управление решением уравнения (1) при неполной информации:

𝜙(𝑡, 𝑥) −→ 𝑋(1)(𝑡)

↓ ↓
𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) −→ 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) −→ u*(𝑡).

Предполагается, что минимум в (6) и (7) существует, иначе задачи 1 и 2 можно пере-
формулировать в терминах минимизирующих последовательностей [19,20].

3. Достаточные условия оптимальности

Рассмотрим множество S функций 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) : 𝑇 × F → R, непрерывных и кусочно-
дифференцируемых по переменной 𝑡 на множестве 𝑇 и имеющих непрерывные вариа-
ционные производные 𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))/𝛿𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) для всех 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 [28]. Определим на S
следующие конструкции:

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

ˆ
R𝑛

[︂[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂T
𝒜𝑢𝜙(𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥, (8)

𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑥)) = 𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥)), (9)

где
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

=

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨1⟩(𝑥)

𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨2⟩(𝑥)

. . .
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨𝑁⟩(𝑥)

]︂T
.

Предположим, что при фиксированном 𝑚 (0 6 𝑚 6 𝑛) выполняются равенства

max
𝜙(𝑥)∈F

{︂
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

+

ˆ
R𝑚

max
𝑢∈𝑈

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥(2)

}︂
𝑑𝑥(1)

}︂
= 0,

min
𝜙(𝑥)∈F

{︀
𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥))

}︀
= 0,

(10)

в первом из которых 𝒜*
𝑢 = [𝒜*

𝑟𝑘]
𝑁
𝑘,𝑟=1 — матрица операторов, сопряженных по отношению

к операторам 𝒜𝑘𝑟, т.е.

𝒜*
𝑘𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = 𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−
𝑁∑︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘
𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥),

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑟𝑘(𝑡, 𝑥)

ˆ
R𝑛

𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑧 |𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟,

(11)
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где

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕2𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Если для некоторой функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S условия (10) не выполняются, то можно
рассмотреть функцию 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) + 𝛾(𝑡) ∈ S, где 𝛾(𝑡) выбирается исходя из (10).

Нетрудно видеть, что для любой функции

𝜓(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑥) 𝜓⟨2⟩(𝑡, 𝑥) . . . 𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

]︀T
, (12)

где 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) ∈
∘
𝑊

1,2
2 (𝑇 × R𝑛), справедливо равенство
ˆ
R𝑛

𝜓T(𝑡, 𝑥)𝒜𝑢𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

ˆ
R𝑛

𝜙T(𝑡, 𝑥)𝒜*
𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 1. Если существует функция 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S такая, что элемент

𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚 при почти всех 𝑡 ∈ 𝑇 удовлетворяет условиям

𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) = 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙
*(𝑡1, 𝑥)) = 0,

то справедливо условие (6) и 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)).

Доказательство. Применим принцип расширения [19, 20]. Пусть V — множество пар
(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1))), которые необязательно удовлетворяют уравнению (4), пусть также функ-
ции 𝜙(𝑡, 𝑥) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) могут иметь разрывы первого рода. Определим функционал качества
на V:

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥))−
ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

тогда с учетом (8) и (9) имеем

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥))− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥))−
ˆ 𝑡1

𝑡0

{︂
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

+

ˆ
R𝑛

[︂[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂T
𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))

]︂
𝑑𝑥

}︂
𝑑𝑡.

Рассмотрим значения этого функционала на множестве D𝑚. Элементы 𝑑𝑚 ∈ D𝑚 удо-
влетворяют уравнению (4), поэтому

𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

а полная производная функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥)) по переменной 𝑡 вычисляется по правилу [28]:

𝑑𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
=
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

ˆ
R𝑛

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂T𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

𝑑𝑥,

следовательно,

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡1, 𝑥))− 𝑆(𝑡, 𝜙0(𝑥))−
ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
𝑑𝑡+

+

ˆ 𝑡1

𝑡0

ˆ
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥)) = 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚),

т.е. значения функционалов 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) и 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) совпадают на множестве D𝑚.
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Для вычисления минимума функционала 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) достаточно вычислить миниму-
мы его слагаемых, что следует из свойств множества V. Тогда с учетом соотношений (10)

min
𝑑𝑚∈V

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = min
𝑑𝑚∈V

𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥))−

− max
𝑑𝑚∈V

ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)) > −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

так как

max
𝑑𝑚∈V

ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡 6 0.

Таким образом, если элемент 𝑑*𝑚 ∈ D𝑚 удовлетворяет условиям теоремы, то

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈V
𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚),

следовательно,
𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑

*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

так как D𝑚 — это подмножество V и для произвольного 𝑑𝑚 ∈ D𝑚 справедливо равенство
𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚). �

Теорема 2. Если существуют 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S и 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) такие, что при любых

𝜙(𝑥) ∈ F и при почти всех 𝑡 ∈ 𝑇 выполняются условия

𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

ˆ
R𝑚

max
𝑢∈𝑈

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥(2)

}︂
𝑑𝑥(1) = 0,

𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥)) = 0,

то справедливо условие (7).
Доказательство. Пусть 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) — оптимальная синтезирующая функция, а

𝜙0(𝑥) — произвольная допустимая плотность вероятности начального состояния 𝑋0. Тогда,
решая (4) с учетом оптимальной синтезирующей функции, получаем функцию 𝜙*(𝑡, 𝑥).

Рассмотрим значение функционала 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚). Воспользуемся определением функци-
онала 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚), так как 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) на множестве D𝑚 (см. доказатель-
ство теоремы 1). Из условий теоремы следует, что

𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙
*(𝑡, 𝑥))) = 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙

*(𝑡1, 𝑥)) = 0,

т.е. 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)), где 𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙

*(𝑡, 𝑥))). Пусть элемент
𝑑′𝑚 = (𝜙′(𝑡, 𝑥), 𝑢′(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚 такой, что функция 𝜙′(𝑡, 𝑥) удовлетворяет (4) с тем же на-
чальным условием, тогда

𝑅(𝑡, 𝜙′(𝑡, 𝑥), 𝑢′(𝑡, 𝑥(1))) 6 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙
′(𝑡1, 𝑥)) = 0.

Следовательно, 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) 6 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑

′
𝑚). �

4. Соотношения для определения оптимального управления

Пусть

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢) =
[︀
𝜙*(𝑡, 𝑥)

]︀T𝒜*
𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢).

Тогда, используя соотношения (10) и первое условие теоремы 1, можно записать структуру
оптимального управления:

𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑑𝑥(2)

}︂
. (13)
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В частном случае оптимальное программное управление (𝑚 = 0) и управление с полной
обратной связью (𝑚 = 𝑛) определяются выражениями

𝑢*(𝑡) = argmax
𝑢∈𝑈

{︂ˆ
R𝑛

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑑𝑥

}︂
, 𝑢*(𝑡, 𝑥) = argmax

𝑢∈𝑈

{︀
Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)

}︀
.

Необходимые условия экстремума в (8) и (9) записываются в форме

𝛿𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)))

𝛿𝜙(𝑥)
= 0,

𝛿𝐺(𝑡1, 𝜙
*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= 0,

или
𝛿𝑆𝑡(𝑡, 𝜙

*(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= −

𝛿𝐻(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)))

𝛿𝜙(𝑥)

(︂
𝑆𝑡(𝑡, 𝜙(𝑥)) =

𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡

)︂
, (14)

𝛿𝑆(𝑡1, 𝜙
*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= −𝛿𝜃(𝜙

*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
, (15)

где функция 𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) задается выражением

𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =

ˆ
R𝑛

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥.

В (13) – (15) функция 𝜙*(𝑡, 𝑥) является решением (4). Окончательный вид уравнений
(14) и (15) для нахождения оптимального управления зависит от решаемой задачи и, сле-
довательно, от задания функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S.

5. Синтез оптимального в среднем управления

Пусть функция 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) и функционал 𝜃(𝜙(𝑥)) в (5) заданы следующим образом:

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) = 𝜔̂T(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙(𝑡, 𝑥), 𝜃(𝜙(𝑥)) =

ˆ
R𝑛

𝜃T(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥,

где
𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢) =

[︀
𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) . . . 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︀T
= 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)1,

𝜃(𝑥) =
[︀
𝜃(𝑥) 𝜃(𝑥) . . . 𝜃(𝑥)

]︀T
= 𝜃(𝑥)1,

и, следовательно, функционал качества

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) =

ˆ 𝑡1

𝑡0

ˆ
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥+

ˆ
R𝑛

𝜃(𝑥)𝜙(𝑡1, 𝑥)𝑑𝑥 (16)

является линейным по плотности вероятности 𝜙(𝑡, 𝑥) вектора состояния 𝑋. Здесь предпо-
лагается, что функции 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 × R𝑛 × 𝑈 → R и 𝜃(𝑥) : R𝑛 → R удовлетворяют условию
конечности величины (16) (см., например, [27,29]).

Будем искать 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S в виде

𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) =

ˆ
R𝑛

𝜓T(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)𝑑𝑥, (17)

где 𝜓(𝑡, 𝑥) — неизвестная функция вида (12), причем 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) является элементом
пространства 𝑊 1,2

2 (𝑇 × Ω) при любом ограниченном Ω ⊂ R𝑛, непрерывна и кусочно-
дифференцируема по переменной 𝑡, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Известно [28], что для функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)), заданной выражением (17),

𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜓(𝑡, 𝑥),



154 Математическое моделирование и управление ТРУДЫ МФТИ. — 2015. — Том 7, № 1

поэтому

𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =

ˆ
R𝑛

𝜙T(𝑥)
[︀
𝒜*
𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)− 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︀
𝑑𝑥 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)

[︂ 𝑁∑︁
𝑟=1

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︂
𝑑𝑥.

Далее,

𝛿𝑆𝑡(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

=
𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

𝛿𝐻(𝑡, 𝜙(κ), 𝑢)
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝒜*
𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)− 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢),

𝛿𝑆(𝑡1, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜓(𝑡1, 𝑥),
𝛿𝜃(𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜃(𝑥).

Принимая во внимание, что от управления зависят только диагональные элементы мат-
рицы 𝒜*

𝑢, из (11) и (13) получаем структуру оптимального управления:

𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

[︀
𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

}︂
,

или

𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕2𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︂
𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

}︂
.

(18)

В предельных случаях информированности получаем структуру оптимального про-
граммного управления (𝑚 = 0) и управления с полной обратной связью (𝑚 = 𝑛):

𝑢*(𝑡) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂ˆ
R𝑛−𝑚

[︀
𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

}︂
, (19)

𝑢*(𝑡, 𝑥) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

[︀
𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
. (20)

Учитывая полученные выражения и уравнения (4), (14), (15), можно записать соотно-
шения для определения функций 𝜙*(𝑡, 𝑥) и 𝜓(𝑡, 𝑥):

𝜕𝜙*(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*(𝑡,𝑥(1))𝜙

*(𝑡, 𝑥), 𝜙*(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥),

𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓(𝑡, 𝑥) + 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))), 𝜓(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥),

или в координатной форме

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*(𝑡,𝑥(1))𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−
𝑁∑︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘
𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+

𝑁∑︁
𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘

ˆ
R𝑛

𝜆𝑟𝑘(𝑡, 𝑧)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙*⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝜙*⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

(21)
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𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−

𝑁∑︁
𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘

𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+
𝑁∑︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑘
𝜆𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)

ˆ
R𝑛

𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑧 |𝑥)𝜓⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) = 0,

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

(22)

Таким образом, для определения оптимального управления необходимо решить систему
(21), (22) с учетом (18). После определения функций 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) можно вычислить минимум
функционала (16):

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −

ˆ
R𝑛

𝜓T(𝑡0, 𝑥)𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 = −
ˆ
R𝑛

𝜓⟨1⟩(𝑡0, 𝑥)𝜙0(𝑥)𝑑𝑥.

Приведенные выше соотношения (19), (21), (22) аналогичны уравнениям стохастиче-
ского принципа максимума для систем с фиксированной и случайной структурой. Для
определения оптимального управления с полной обратной связью достаточно использо-
вать соотношения (20) и (22), поскольку при 𝑚 = 𝑛 нет необходимости находить плотность
вероятности вектора состояния, так как при управлении непосредственно используется ре-
зультат точного измерения вектора состояния. Эти уравнения по структуре аналогичны
уравнению Беллмана для стохастических систем. Соответствующие уравнения стохастиче-
ского принципа максимума и уравнения Беллмана приведены в [9,17,18,22,27,29].

Отметим, что соотношения (14) и (15) получены с использованием только необходимых
условий экстремума, поэтому после решения задачи (18), (21), (22) нужны дополнительные
исследования, однако из теоремы 2 и (16), (17) при 𝑚 = 𝑛 следует, что для синтеза опти-
мального управления с полной обратной связью достаточно решить систему уравнений (20)
и (22), так как в этом случае справедливы равенства

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)

[︂
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+max

𝑢∈𝑈

{︂ 𝑁∑︁
𝑟=1

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

}︂]︂
𝑑𝑥 = 0,

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)
[︀
𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) + 𝜃⟨𝑘⟩(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 = 0

для произвольной функции 𝜙(𝑥) = [𝜙⟨1⟩(𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑥) ]T ∈ F.

6. Примеры

Рассмотрим более детально примеры, упомянутые во введении, в которых импульсные
воздействия образуют эрланговский поток событий, а также гиперэрланговские потоки со-
бытий, задаваемые случайной смесью и чередованием эрланговских распределений. Такие
модели изучались в работах [30–32] в общей постановке и в [11, 12] для частного случая
задач финансовой математики.

Прим е р 1. Импульсные воздействия образуют эрланговский поток событий.
Случайный процесс 𝑄(𝑡) представляется в виде

𝑄(𝑡) =

𝐽(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖,

где 𝐽(𝑡) – эрланговский процесс порядка 𝑁 , 𝑌𝑖 – независимые случайные величины из R𝑛,
распределение которых задано плотностью вероятности 𝑞(𝑦). Эрланговский поток событий
формируется в результате пропуска подряд 𝑁 − 1 события пуассоновского потока, который
определяется интенсивностью 𝜆 следования событий.
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При такой постановке задачи случайный процесс 𝐾(𝑡) имеет 𝑁 состояний, допустимые
переходы: 1 → 2, 2 → 3, . . . , 𝑁 − 1 → 𝑁 и 𝑁 → 1. Смена состояний происходит с интен-
сивностью 𝜆 = const, при переходе 𝑁 → 1 вектор состояния 𝑋 получает приращение 𝑌𝑖.
Матрицы интенсивностей переходов и плотностей скачков имеют вид

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝜆 0 · · · 0

0 0 𝜆
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0
. . . 𝜆

𝜆 0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Θ(𝑦) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝛿(𝑦) 0 · · · 0

0 0 𝛿(𝑦)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0
. . . 𝛿(𝑦)

𝑞(𝑦) 0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

а элементы матрицы 𝒜𝑢 задаются в форме

𝒜𝑘𝑟𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝒜𝑢𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟,

𝜆𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟,

𝜆
´
R𝑛 𝑞(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1 и 𝑟 = 𝑁,

0, в остальных случаях,

т.е.

𝒜𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜𝑢−ℒ 0 · · · 0 ℋ

ℒ 𝒜𝑢−ℒ . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 ℒ 𝒜𝑢−ℒ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

ℒ𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), ℋ𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆

ˆ
R𝑛

𝑞(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧.

Следовательно,

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘,

𝜆𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘,

𝜆
´
R𝑛 𝑞(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 1 и 𝑘 = 𝑁,

0, в остальных случаях,

т.е.

𝒜*
𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜*
𝑢−ℒ ℒ 0 · · · 0

0 𝒜*
𝑢−ℒ . . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . . ℒ
ℋ* 0 · · · 0 𝒜*

𝑢−ℒ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

ℋ*𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆

ˆ
R𝑛

𝑞(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧.

Соотношения для определения оптимального управления имеют вид

𝜕𝜙*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜙*⟨1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆

ˆ
R𝑛

𝑞(𝑥− 𝑧)𝜙*⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆𝜙*⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

𝜙*⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,
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𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆𝜙⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆

ˆ
R𝑛

𝑞(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑢* = 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) определяется выражением (18).
Прим е р 2. Импульсные воздействия образуют гиперэрланговский поток событий, за-

даваемый случайной смесью эрланговских распределений.
В данном случае процесс 𝑄(𝑡) представляется в виде

𝑄(𝑡) =

𝐽(𝑡)∑︁
𝑖=1

(︀
𝜉𝑖𝑌1,𝑖 + (1− 𝜉𝑖)𝑌2,𝑖

)︀
,

где 𝐽(𝑡) – считающий процесс, связанный со случайным потоком событий, состоящих в том,
что вектор состояния𝑋 получает приращения 𝑌1,𝑖 ∈ R𝑛 или 𝑌2,𝑖 ∈ R𝑛 в случайные моменты
времени 𝜏1, 𝜏2, . . . Случайный вектор 𝑌1,𝑖 характеризуется плотностью вероятности 𝑞1(𝑦), а
𝑌2,𝑖 – плотностью вероятности 𝑞2(𝑦). Выбор приращения 𝑌1,𝑖 или 𝑌2,𝑖 зависит от случайной
величины 𝜉𝑖, принимающей значения 1 с вероятностью 𝜆1/(𝜆1 + 𝜆2) и 0 с вероятностью
𝜆2/(𝜆1 + 𝜆2) (случайные величины 𝜉1, 𝜉2, . . . имеют распределение Бернулли). Промежуток
времени Δ𝜏𝑖 описывается эрланговским законом распределения с параметрами 𝜆1 и 𝑁1,
если 𝜉𝑖 = 1, или 𝜆2 и 𝑁2, если 𝜉𝑖 = 0.

Интенсивности переходов для состояний процесса 𝐾(𝑡) с общим числом состоя-
ний 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 − 1 задаются следующим образом: смена состояний 1 → 2, 2 → 3, . . . ,
𝑁1 − 1 → 𝑁1 и 𝑁1 → 1 происходит с интенсивностью 𝜆1, а смена состояний 1 → 𝑁1 + 1,
𝑁1 + 1 → 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁 − 1 → 𝑁 и 𝑁 → 1 — с интенсивностью 𝜆2; другие переходы невоз-
можны. При переходе 𝑁1 → 1 вектор состояния 𝑋 получает приращение 𝑌1,𝑖, а при перехо-
де 𝑁 → 1 — 𝑌2,𝑖. Таким образом, матрицы интенсивностей переходов и плотностей скачков
задаются соотношениями

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝜆1 0 · · · 0 𝜆2 0 · · · 0

0 0 𝜆1
. . .

... 0
...

...
. . .

. . . 0
...

...

0
. . . 𝜆1 0

...

𝜆1 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0

0
... 0 𝜆2

. . .
...

...
...

...
. . .

. . . 0

0
...

...
. . . 𝜆2

𝜆2 0 · · · · · · 0 0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Θ(𝑦) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝛿(𝑦) 0 · · · 0 𝛿(𝑦) 0 · · · 0

0 0 𝛿(𝑦)
. . .

... 0
...

...
. . .

. . . 0
...

...

0
. . . 𝛿(𝑦) 0

...

𝑞1(𝑦) 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0

0
... 0 𝛿(𝑦)

. . .
...

...
...

...
. . .

. . . 0

0
...

...
. . . 𝛿(𝑦)

𝑞2(𝑦) 0 · · · · · · 0 0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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а элементы матрицы 𝒜𝑢 задаются в форме

𝒜𝑘𝑟𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− (𝜆1 + 𝜆2)𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟 = 1,

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟 = 2, . . . , 𝑁1,

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁,

𝜆1𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜆2𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑁1 + 1 и 𝑟 = 1,

𝜆2𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟, 𝑘 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁,

𝜆1
´
R𝑛 𝑞1(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1 и 𝑟 = 𝑁1,

𝜆2
´
R𝑛 𝑞2(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1 и 𝑟 = 𝑁,

0 в остальных случаях,

т.е.

𝒜𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜𝑢−ℒ1−ℒ2 0 · · · 0 ℋ1 0 · · · 0 ℋ2

ℒ1 𝒜𝑢−ℒ1
. . . 0 0

0 ℒ1
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

0 · · · 0 ℒ1 𝒜𝑢−ℒ1 0 · · · · · · 0

ℒ2 0 · · · 0 0 𝒜𝑢−ℒ2 0 · · · 0

0 0 ℒ2
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · · · · · · · 0 · · · 0 ℒ2 𝒜𝑢−ℒ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где

ℒ𝑚𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑚𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), ℋ𝑚𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑚

ˆ
R𝑛

𝑞𝑚(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑚 = 1, 2.

Следовательно,

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− (𝜆1 + 𝜆2)𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘 = 1,

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1,

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁,

𝜆1𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘, 𝑟 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜆2𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑁1 + 1 и 𝑘 = 1,

𝜆2𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘, 𝑟 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁,

𝜆1
´
R𝑛 𝑞1(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 1 и 𝑘 = 𝑁1,

𝜆2
´
R𝑛 𝑞2(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 1 и 𝑘 = 𝑁,

0 в остальных случаях,
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т.е.

𝒜*
𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜*
𝑢−ℒ1−ℒ2 ℒ1 0 · · · 0 ℒ2 0 . . . 0

0 𝒜*
𝑢−ℒ1 ℒ1

. . .
... 0

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

...

0
. . .

. . . ℒ1 0
...

ℋ*
1 0 . . . 0 𝒜*

𝑢−ℒ1 0 0 . . . 0

0 0 𝒜*
𝑢−ℒ2 ℒ2

. . .
...

...
... 0

. . .
. . . 0

0
...

...
. . .

. . . ℒ2

ℋ*
2 0 · · · · · · 0 0 . . . 0 𝒜*

𝑢−ℒ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где

ℋ*
𝑚𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑚

ˆ
R𝑛

𝑞𝑚(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑚 = 1, 2.

Соотношения для определения оптимального управления имеют вид

𝜕𝜙*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢𝜙

*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− (𝜆1 + 𝜆2)𝜙
*⟨1⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆1

ˆ

R𝑛

𝑞1(𝑥− 𝑧)𝜙*⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 + 𝜆2

ˆ

R𝑛

𝑞2(𝑥− 𝑧)𝜙*⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜙
*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆1𝜙

*⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜕𝜙*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢𝜙

*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2(𝑡)𝜙
*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2(𝑡)𝜙

*⟨1⟩(𝑡, 𝑥),

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜙
*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2𝜙

*⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁,

𝜙*⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

𝜕𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− (𝜆1 + 𝜆2)𝜓

⟨1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆1𝜓
⟨2⟩ + 𝜆2𝜓

⟨𝑁1+1⟩ − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆1𝜙
⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓

⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆1

ˆ
R𝑛

𝑞1(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆2𝜙
⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0, 𝑘 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓

⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆2

ˆ
R𝑛

𝑞2(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑢* = 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) определяется выражением (18).
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Прим е р 3. Импульсные воздействия образуют гиперэрланговский поток событий, за-
даваемый чередованием эрланговских распределений.

Случайный процесс 𝑄(𝑡) задается той же формулой, что и в предыдущем примере,
но при условии 𝜉𝑖 = 1, если 𝑖 — нечетное, и 𝜉𝑖 = 0, если 𝑖 — четное, т.е. приращения 𝑌1,𝑖
и 𝑌2,𝑖 чередуются. Здесь число состояний 𝑁 случайного процесса 𝐾(𝑡) равно 𝑁1 +𝑁2, а
интенсивности переходов задаются так: смена состояний 1 → 2, 2 → 3, . . . , 𝑁1 → 𝑁1 + 1
происходит с интенсивностью 𝜆1, а смена состояний 𝑁1 + 1 → 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁 − 1 → 𝑁 и
𝑁 → 1 — с интенсивностью 𝜆2; другие переходы невозможны. При переходе 𝑁1 → 𝑁1 + 1
вектор состояния 𝑋 получает приращение 𝑌1,𝑖, а при переходе 𝑁 → 1 — 𝑌2,𝑖.

Следовательно,

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝜆1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 0 𝜆1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 𝜆1

. . .
...

...
. . . 𝜆1

. . .
...

...
. . . 𝜆2

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0
. . . 𝜆2

𝜆2 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Θ(𝑦) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝛿(𝑦) 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 0 𝛿(𝑦)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 𝛿(𝑦)

. . .
...

...
. . . 𝑞1(𝑦)

. . .
...

...
. . . 𝛿(𝑦)

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0
. . . 𝛿(𝑦)

𝑞2(𝑦) 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

а элементы матрицы 𝒜𝑢 задаются в форме

𝒜𝑘𝑟𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁1,

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜙

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁,

𝜆1𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜆2𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟, 𝑘 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁,

𝜆1
´
R𝑛 𝑞1(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 𝑁1 + 1 и 𝑟 = 𝑁1,

𝜆2
´
R𝑛 𝑞2(𝑥− 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1 и 𝑟 = 𝑁,

0 в остальных случаях,
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т.е.

𝒜𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜𝑢−ℒ1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 ℋ2

ℒ1 𝒜𝑢−ℒ1
. . .

...

0 ℒ1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . ℒ1 𝒜𝑢−ℒ1

. . .
...

...
. . . ℋ*

1 𝒜𝑢−ℒ2
. . .

...
...

. . . ℒ2
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 ℒ2 𝒜𝑢−ℒ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Поэтому

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁1,

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁,

𝜆1𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘, 𝑟 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜆2𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘, 𝑟 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁,

𝜆1
´
R𝑛 𝑞1(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 𝑁1 + 1 и 𝑘 = 𝑁1,

𝜆2
´
R𝑛 𝑞2(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 1 и 𝑘 = 𝑁,

0 в остальных случаях,

т.е.

𝒜*
𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒜*
𝑢−ℒ1 ℒ1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 𝒜*
𝑢−ℒ1 ℒ1

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . ℒ1
. . .

...
...

. . . 𝒜*
𝑢−ℒ1 ℋ*

1
. . .

...
...

. . . 𝒜*
𝑢−ℒ2 ℒ2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . . ℒ2

ℋ*
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 𝒜*

𝑢−ℒ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Операторы ℒ𝑚, ℋ𝑚 и ℋ*
𝑚, 𝑚 = 1, 2, входящие в матрицы 𝒜𝑢 и 𝒜*

𝑢, задаются так же,
как и в предыдущем примере.

Далее приведем соотношения для определения оптимального управления:

𝜕𝜙*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜙
*⟨1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2

ˆ
R𝑛

𝑞2(𝑥− 𝑧)𝜙*⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜙
*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2𝜙

*⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁1,

𝜕𝜙*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜙
*⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆1

ˆ
R𝑛

𝑞1(𝑥− 𝑧)𝜙*⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*𝜙

*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜙
*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2𝜙

*⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑁1 + 2, . . . , 𝑁1,

𝜙*⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,
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𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆1𝜙
⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁1 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆1𝜓

⟨𝑁1⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆1

ˆ
R𝑛

𝑞1(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨𝑁1+1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆2𝜙
⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0, 𝑘 = 𝑁1 + 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*𝜓
⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆2𝜓

⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥) + 𝜆2

ˆ
R𝑛

𝑞2(𝑧 − 𝑥)𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢*) = 0,

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑢* = 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) определяется выражением (18).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №12-08-00892-а).
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