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В статье рассматриваются стохастические системы управления при импульсных воздействиях, образующих 

пуассоновские потоки событий и приводящих к разрывам траекторий системы. Решается задача нахождения плот-
ности вероятности вектора состояния. В основе предлагаемого метода лежит использование спектральной формы 
математического описания систем управления. 
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Введение 
 

Для описания математических моделей различных явлений, например, процессов в слож-
ных технических системах (управление движущимися объектами, радиолокационные и измери-
тельные системы, электрические цепи с импульсными источниками), в финансовой математике 
(описание динамики курсов акций, страхование), в математической биологии и медицине 
(управление биомассой, действие лекарственных препаратов) широкое применение нашли сто-
хастические дифференциальные уравнения с пуассоновской составляющей [1-4]. Такие модели, 
используя терминологию теории управления, называют стохастическими системами с импульс-
ными воздействиями, а также системами со случайным периодом квантования. Наличие им-
пульсных воздействий приводит к тому, что в случайные моменты времени вектор состояния 
системы получает случайные приращения, образующие пуассоновский поток событий. 

В статье приводятся формы математического описания стохастических систем рассматри-
ваемого класса, описывается разработанный метод приближенного анализа – нахождения веро-
ятностных характеристик вектора состояния системы с помощью спектральной формы матема-
тического описания систем управления [5-8]. Спектральный метод анализа состоит в прибли-
женном решении интегро-дифференциального уравнения в частных производных, описываю-
щего эволюцию плотности вероятности вектора состояния (уравнение Колмогорова-Феллера  
[1; 2]), с помощью представления искомой плотности вероятности в виде функционального ря-
да по подходящему базису. 

Преимущества предлагаемого подхода состоят в простоте реализации и универсальности, а 
именно, возможности решения задачи анализа для линейных и нелинейных, одномерных и мно-
гомерных моделей стохастических систем, для различных законов распределения величин при-
ращений вектора состояния и их интенсивностей. Апробация предлагаемого метода проводится 
на примерах анализа воздействия импульсов на электрические цепи. 

 

1. Постановка задачи 
 

Приведем различные варианты описания стохастических систем с разрывами траекторий, 
образующими пуассоновский поток событий. Рассмотрим стохастическое дифференциальное 
уравнение Ито с пуассоновской составляющей [3] 

 0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( ), ( ) ,dX t f t X t dt t X t dW t dQ t X t Xσ= + + =  (1) 

где T
1[ ] n

nX X X R= … ∈  – вектор состояния; t T∈ , 0 1[ , ]T t t=  – отрезок времени функциониро-

вания системы; ( , ) : nnTf t x R R× →  – вектор-функция размеров 1n× ; ( , ) : n n sTt x R Rσ ×× →  – 
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матричная функция размеров n s× ; ( )W t  – s-мерный стандартный винеровский процесс, не за-

висящий от начального состояния 0X ; ( )Q t  – общий пуассоновский процесс, заданный в форме 

 
( )

1

( ) .
P t

k
k

Q t
=

= ∆∑  

В правой части последнего равенства ( )P t  – пуассоновский процесс; k∆  – независимые слу-

чайные величины из nR , распределение которых задано плотностью вероятности ( , )kψ τ ∆ , т.е. 

вектор состояния X  получает случайные приращения в моменты времени 1τ , 2τ , … 

 ( ) ( 0) .k k kX Xτ τ= − + ∆  

Если величина приращения зависит от вектора состояния, то используется условная плот-
ность вероятности ( , | )k x zψ τ , характеризующая распределение ( )kX τ  при условии 

( 0)kX zτ − = . В частном случае ( , | ) ( , )k kx z x zψ τ ψ τ= − . 

Пуассоновский поток событий и, следовательно, моменты времени 1τ , 2τ , …, а также пуас-

соновский процесс ( )P t  определяются интенсивностью ( )tλ . 
Заметим также, что пуассоновская составляющая ( )dQ t  может быть формально записана в 

виде [1; 2] 
 ( ) ( ) ,k k

k

dQ t t dtδ τ= ∆ −∑  

где ( )tδ  – асимметричная дельта-функция. 
Для описания математической модели стохастической системы с пуассоновской составля-

ющей может применяться уравнение Колмогорова-Феллера – интегро-дифференциальное урав-
нение в частных производных, описывающее эволюцию плотности вероятности ( , )t xϕ  вектора 
состояния (в случае, если такая плотность существует) 
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∫
 (2) 

где ( , )ijg t x  – элементы матрицы T( , ) ( , ) ( , )g t x t x t xσ σ= ; 0( )xϕ  – плотность вероятности началь-

ного состояния 0X . 

Существуют и другие формы записи математической модели стохастических систем с 
пуассоновской составляющей [4], но далее они не используются. 

Задача анализа стохастических систем с пуассоновской составляющей заключается в 
нахождении вероятностных характеристик вектора состояния (плотности вероятности момент-
ных характеристик) в соответствии с заданной математической моделью. 

 
2. Спектральный метод анализа стохастических систем с пуассоновской составляющей 
 
Спектральный метод анализа базируется на применении спектральной формы математиче-

ского описания систем управления [5]. В основе этого подхода лежит представление функций 
их спектральными характеристиками – упорядоченными совокупностями коэффициентов раз-
ложения в ряды по подходящей системе ортонормированных или биортонормированных функ-
ций. Применение спектральной формы математического описания позволяет перейти от опера-
торных уравнений (в данном случае интегро-дифференциального уравнения (2)) к алгебраиче-
ским (для коэффициентов разложения), которые представляются в матричной форме. Специфи-
ка задач и методика формирования систем ортонормированных функций приводят к необходи-
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мости использовать математический аппарат теории многомерных матриц, который в достаточ-
ном объеме изложен в [6; 7]. Там же содержатся определения спектральных характеристик и 
спектральных преобразований, их свойства. 

Для применения спектральной формы математического описания удобнее использовать 
операторную форму записи уравнения (2) 

 0 0

( , )
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ),

t x
t x t x t x t x x

t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ = − + =
∂

A L H  (3) 

где линейные операторы A , L  и H  определяются выражениями 
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Оператор A  называют оператором Фоккера-Планка-Колмогорова, L  - оператор умноже-
ния, H  - оператор Фредгольма. 

Пусть 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞…  – ортонормированный базис пространства 2( )nL T R× , при-

чем функции 0 1( , , , , , )ne i i i t x…  порождаются всевозможными произведениями функций, образу-

ющих ортонормированные базисы 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞  и 

1 01 , ,{ ( , , , )}
nin ip i i x ∞

… =…  пространств 2( )L T  и 

2( )nL R  соответственно, т.е. 0 1 0 1( , , , , , ) ( , ) ( , , , )n ne i i i t x q i t p i i x… = … , 0 1, , , 0,1,2,ni i i… = … 

Напомним [6], что спектральной характеристикой некоторой функции ( , )z t x , определенной 

относительно базисной системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞… , называется ( 1)n+ -мерная бесконеч-

ная матрица ( 1,0)Z n+  с элементами 
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т.е. 
0 1 ni i iz …  – коэффициенты разложения функции ( , )z t x  в ряд по функциям базисной системы 

0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}
nn i i ie i i i t x … =

∞… , обозначение [ ( , )] ( 1,0)z t x Z n= +S . Спектральная характеристика плот-

ности вероятности называется обобщенной характеристической функцией. 
Применяя спектральное преобразование S  (отображение, ставящее в соответствие функции 

ее спектральную характеристику) к левой и правой частям уравнения (3), получаем 
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или в развернутом виде 
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Согласно свойствам спектрального преобразования функций и линейных операторов имеем 
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где      ( )T
0 0( 1, 1) ( 1, 1) (1,0; ) (1,0; ) ( , ).P n n n n q t q t E n n+ + = + + + ⋅ ⊗P  

В этих соотношениях ( 1, 1)n n+ +P  – спектральная характеристика оператора дифференци-

рования по времени [6], определенная относительно системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞… ; 

( 1,0)nΦ +  – спектральная характеристика плотности вероятности ( , )t xϕ  вектора состояния X  
(обобщенная характеристическая функция), определенная относительно той же базисной си-
стемы; ( , )E n n  – 2n -мерная единичная матрица; 0(1,0; )q t  – матрица-столбец значений функций 

базисной системы 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞  при 0t t=  

 [ ]T

0 0 0 0(1,0; ) (0, )  (1, )  (2, )  .q t q t q t q t= …  

Через 0( ,0)nΦ  обозначена спектральная характеристика плотности вероятности 0( )xϕ  

начального состояния 0X , определенная относительно системы 
1 01 , ,{ ( , , , )}

nin ip i i x ∞
… =… . Это озна-

чает, что 0( ,0)nΦ  – n -мерная бесконечная матрица с элементами 
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Далее 
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где ( 1, 1)A n n+ + , ( 1, 1)n nΛ + +  и ( 1, 1)H n n+ +  – спектральные характеристики линейных опера-
торов A , L  и H  соответственно. 

Спектральная характеристика линейного оператора A  – это 2( 1)n+ -мерная бесконечная 
матрица ( 1, 1)A n n+ + , элементы которой определяются соотношением 
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Спектральные характеристики ( 1, 1)n nΛ + +  и ( 1, 1)H n n+ +  линейных операторов L  и H  
определяются аналогично. 

Одно из преимуществ спектральной формы математического описания систем управления 
состоит в развитом алгоритмическом обеспечении: явным и рекуррентным формулам для рас-
чета спектральных характеристик линейных операторов, соответствующих элементарным зве-
ньям систем управления, для различных базисных систем [5–10]. Это операторы умножения, 
дифференцирования и интегрирования. Поэтому спектральную характеристику ( 1, 1)A n n+ +  
линейного оператора A  целесообразно представлять следующим образом [6] 
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где ( 1, 1)i n n+ +P  и ( 1, 1)ij n n+ +P  – спектральные характеристики операторов дифференцирова-

ния первого и второго порядков по координатам ix  и jx , а через ( 1, 1)iF n n+ +  и ( 1, 1)ijG n n+ +  

обозначены спектральные характеристики операторов умножения на функции ( , )if t x  и ( , )ijg t x  

соответственно; , 1,2, ,i j n= … . Все перечисленные спектральные характеристики определены 

относительно базисной системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}
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∞… . 
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Таким образом 

 0 0( 1, 1) ( 1,0) (1,0; ) ( ,0) ( 1, 1) ( 1,0)
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или 
    ( ) 0 0( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1,0) (1,0; ) ( ,0).P n n A n n L n n H n n n q t n+ + − + + + + + − + + ⋅Φ + = ⊗ Φ     (8) 

Эти уравнения, как и в случае отсутствия пуассоновской составляющей, будем называть 
уравнениями обобщенной характеристической функции [6]. 

Они представляют собой матричную запись системы линейных неоднородных алгебраиче-
ских уравнений, неизвестными в которых являются элементы 

0 1 ni i iϕ …  матрицы ( 1,0)nΦ +  – ко-

эффициенты разложения плотности вероятности ( , )t xϕ  в функциональный ряд по функциям 

базисной системы 
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∞… . Их решение записывается в форме 
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C учетом (7) это решение можно представить так 
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Отметим, что более детальное представление для некоторых спектральных характеристик, 
входящих в уравнения обобщенной характеристикой функции, дано в [6]. 

После нахождения обобщенной характеристической функции ( 1,0)nΦ +  плотность вероят-
ности ( , )t xϕ  вектора состояния может быть представлена в виде ряда 

 
0 1

0 1

0 1
, , , 0

( , ) ( , , , , , ), ( , ) .
n

n

n
i i i n

i i i

t x e i i i t x t x T Rϕ ϕ
∞

…
… =

⋅= … ∈ ×∑  (10) 

Представление решения задачи анализа стохастических систем с пуассоновской составля-
ющей рядом (10) носит скорее теоретический характер. На практике получить всю совокуп-
ность коэффициентов разложения функции ( , )t xϕ  в общем случае вряд ли возможно. Для этого 
требуется, чтобы многомерная матрица ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)P n n A n n L n n+ + − + + + + + − 

( 1, 1)H n n+ +  или ее сечения и структура имели специальный вид [6], например, треугольный 
или ленточный. Поэтому далее будем говорить о приближенном решении задачи анализа, т.е. о 
представлении решения в виде частичной суммы 
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где числа 0 1, , , nL L L…  – порядки усечения спектральных характеристик. Индексы в формулах 

(4)–(6) в этом случае принимают лишь конечное число значений: 0 0,i j = 00,1, , 1L… − , 1 1,i j = 

10,1, , 1L… − , …, , 0,1, , 1n n ni j L= … − ; все перечисленные спектральные характеристики будут 

конечными матрицами, а уравнение (8) – матричная запись системы конечного числа линейных 
алгебраических уравнений (число уравнений и число неизвестных: 0 1 nL L L L⋅= L ). 

По найденной спектральной характеристике ( 1,0)nΦ +  могут быть определены маргиналь-
ные плотности вероятности (при 1n > ) и моментные характеристики вектора состояния с ис-
пользованием свойств спектральных характеристик линейных функционалов [11]. Для опреде-
ления маргинальных плотностей вероятности спектральным методом достаточно, чтобы функ-
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ции базисной системы 
1 01 , ,{ ( , , , )}

nin ip i i x ∞
… =…  порождались всевозможными произведениями 

функций базисных систем 
111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞ , …, 0{ ( , )}

nn in np i x =
∞  пространства 2( )L R , т.е. 

1 1 1 1( , , , ) ( , ) ( , )n n n np i i x p i x p i x… = L , 1, , 0,1,2,ni i… = … В качестве базисных систем 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞ , 

111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞ , …, 0{ ( , )}

nn in np i x =
∞  могут применяться подходящие для конкретных задач системы 

ортонормированных функций: полиномиальные, тригонометрические, кусочно-постоянные и 
др. [5-10; 12]. 

 
3. Примеры анализа воздействия импульсов на электрические цепи 
 
Рассмотрим задачу определения вероятностных характеристик напряжения на конденсато-

ре в RC-цепи (интегрирующей цепи; рис. 1а). 
 

        
а                                                                               б 

Рис. 1. RC-цепь и RCL-цепь с генераторами импульсов 
 

Уравнение, описывающее динамику изменения напряжения на конденсаторе, задается в виде [2] 
( )

0
1

1
( ) ( ) ( ) ( ), (0) , ( ) ,

P t

k
k

du t u t dt dW t dQ t u u Q t
RC

σ
=

= − + + = = ∆∑  

где R  – сопротивление; C  – емкость конденсатора; σ  – параметр, характеризующий интен-
сивность помехи; 0u  – начальное напряжение; k∆  – амплитуды скачков напряжения (интенсив-

ность импульсов – λ ); 1[0, ]t t∈ , 1t RC=  – время окончания процесса. 

Для численных расчетов положим 38 10R = ⋅  Ом (8 кОм), 42.5 10C −= ⋅  ф (250 мкф), 
0.14σ = , 0.1λ = , начальное напряжение 0u  имеет нормальное распределение с параметрами 

0
1.5um =  В, 

0
0.2uσ =  В (дисперсия 

0
0.04uD = ), случайные величины k∆  имеют логарифмиче-

ски нормальное распределение с параметрами 0.2m∆ =  и 0.15σ∆ =  – математическое ожидание 

и среднеквадратическое отклонение для ln k∆ . 

При решении задачи спектральным методом в качестве базисной системы 
00 0{ ( , )} iq i t ∞
=  были 

выбраны полиномы Лежандра [6], а в качестве базисной системы 
11 0{ ( , )} ip i x ∞
=  – функции Эрмита 

[9] с параметрами 7m=  и 1D = , порядки усечения 0 16L =  и 1 16L = ; для удобства вычислений 

предварительно была сделана линейная замена переменной: 5u X→ . Результаты вычислений 
для плотности вероятности напряжения приведены на рис. 2а. На рис. 2б сплошной линией по-
казано математическое ожидание напряжения, пунктиром для сравнения показано математиче-
ское ожидание без учета скачков напряжения ( 0)λ = . 
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а                                                                                    б 

Рис. 2. Вероятностные характеристики напряжения для RC-цепи 
 

Далее рассмотрим задачу определения вероятностных характеристик силы тока в RCL-цепи 
(колебательном контуре; рис. 1б). Следуя [2], будем использовать математическую модель 
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0 02
1

( ) ( ) ( ) (0)
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P t

k
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d i t di t dQ t di
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где R  – сопротивление; C  – емкость конденсатора; L  – индуктивность; 0i  и 0i ′  – начальные 

данные; k∆  – амплитуды скачков (интенсивность импульсов – λ ); 1[0, ]t t∈ , 1 0.0001t =  с – вре-

мя окончания процесса. 
Зададим числовые значения для параметров контура, начальных данных и параметров ис-

точника импульсов: 80R=  Ом; 61.2 10C −= ⋅  ф (1.2 мкф); 21.5 10L −= ⋅  Гн (15 мГн); 2000λ = . 
Начальная сила тока 0i  случайна и имеет нормальное распределение с параметрами 

0
0im =  А и 

0
0.1iσ =  А; 0i ′  имеет нормальное распределение с параметрами 

0

32.5 10im′ = ⋅  А/с, 
0

310iσ ′ =  А/с. 

Случайные величины k∆  имеют нормальное распределение с параметрами 69 10m −
∆ = ⋅  А ⋅ с, 

61.8 10σ −
∆ = ⋅  А ⋅ с (дисперсия 123.24 10D −

∆ = ⋅ ). 

При решении задачи спектральным методом в качестве базисной системы 
00 0{ ( , )} iq i t ∞
=  были 

выбраны полиномы Лежандра [6], а в качестве базисных систем 
111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞  и 

22 22 0{ ( , )} ip i x =
∞  – 

функции Эрмита [9] с параметрами 0m=  и 0.01D = , порядки усечения 0 8L =  и 1 2 20L L= =  

(предварительно уравнение было преобразовано к эквивалентной системе двух уравнений: 

1i X→ , 2/di dt X→ ; кроме того, для увеличения точности расчетов был выбран другой мас-

штаб времени, чтобы коэффициенты в уравнении, описывающем динамику изменения силы то-
ка, были одного порядка: [0,1]t ∈ , 0.2λ = ). Результаты вычислений для плотности вероятности 
силы тока приведены на рис. 3а. На рис. 3б сплошной линией показано математическое ожида-
ние силы тока; пунктиром для сравнения показано математическое ожидание без учета скачков 
напряжения ( 0)λ = . 

 
 

 
 

а                                                                                 б 
Рис. 3. Вероятностные характеристики силы тока для RCL-цепи 
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PROBABILITY ANALYSIS OF STOCHASTIC SYSTEMS 
WITH POISSON COMPONENT 

 
Rybakov K.A. 

 
The article deals with the stochastic control systems гтвук impulses generated by Poisson events flow resulting in dis-

continuities of the system trajectories. The problem of finding the probability density function for the system state is 
solved. The method is based on using the spectral form of the control systems’ mathematical description. 
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