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Аннотация: Рассматривается задача оптимального управления нелинейными сто-
хастическими системами, описываемыми стохастическими дифференциальными
уравнениями Ито со скачкообразной компонентой — общим пуассоновским процес-
сом. При управлении может использоваться информация только о части координат
вектора состояния. Достаточные условия оптимальности получены на основе прин-
ципа расширения.

1. Введение

В работе рассматриваются системы управления, математические модели кото-
рых задаются нелинейными стохастическими дифференциальными уравнениями с
диффузионной и скачкообразной компонентами, позволяющими учитывать непре-
рывные и импульсные воздействия, имеющие случайный характер. Ограничимся
случаем, когда скачкообразная компонента задается общим пуассоновским процес-
сом [1]. Именно такие постановки задач наиболее часто встречаются в приложениях
(например, при анализе воздействия импульсов на электрические цепи [2], при опи-
сании изменения стоимости ценных бумаг [3–5] и др.).

Задача состоит в нахождении управления и соответствующей ему плотности ве-
роятности вектора состояния динамической системы, минимизирующих заданный
функционал качества. Предполагается, что при управлении используется информа-
ция о текущем времени и величине части координат вектора состояния, т.е. рас-
сматривается управление по неполному вектору состояния при его точном измере-
нии [6–9]. Таким образом, программное управление и управление с полной обрат-
ной связью являются частными случаями, когда число измеряемых координат нуле-
вое или совпадает с размерностью вектора состояния соответственно. Отметим, что,
как правило, рассматриваются задачи оптимального программного управления или
управления с полной обратной связью [4,5,10] (в [10] дополнительно рассматривается
случай неточных измерений).
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В основе полученных достаточных условий лежит принцип расширения [11, 12],
позволяющий перейти от оптимизации в функциональном пространстве к конечно-
мерной оптимизации. С их помощью найдены соотношения для определения опти-
мального управления в задаче управления системами диффузионно-скачкообразного
типа, рассмотрен частный случай нахождения оптимального в среднем управления,
т.е. при задании функционала качества в виде математического ожидания.

2. Постановка задачи

Пусть модель стохастической системы управления описывается уравнением Ито
со скачкообразной компонентой [1, 2, 13]:

(1) dX(t) = f(t,X(t),u(t))dt+ σ(t,X(t),u(t))dW (t) + dQ(t), X(t0) = X0,

в котором X ∈ Rn — вектор состояния; u ∈ U ⊆ Rq — управление; t ∈ T = [t0, t1], T —
промежуток времени функционирования системы, моменты времени t0 и t1 заданы;
f(t, x, u) : T ×Rn × U → Rn — вектор-функция n× 1, σ(t, x, u) : T ×Rn × U → Rn×s

— матричная функция n× s;W (t) — s-мерный стандартный винеровский процесс, не
зависящий от X0; Q(t) — случайный процесс с кусочно-постоянными траекториями
(процесс непрерывен справа и имеет пределы слева [14]), заданный в виде

Q(t) =

P (t)∑
i=1

Y (τi),

где P (t) — пуассоновский процесс, Y (τi) — независимые случайные величины из Rn,
распределение которых задано плотностью вероятности q(t, y) : T ×Rn → [0,+∞)
или в общем случае условной плотностью вероятности q(t, x+ y |x) : T ×Rn ×Rn →
→ [0,+∞). Таким образом, вектор состояния X получает случайные приращения в
моменты времени τ1, τ2, . . . , образующие пуассоновский поток событий:

X(τi) = X(τi − 0) + Y (τi).

Промежутки времени ∆τi = τi − τi−1, i = 1, 2, . . . (τ0 = t0), описываются обобщен-
ным показательным законом распределения с параметром λ(t) = λ(t,X(t)), т.е.

Pr
(
P (t+ ∆t)− P (t) = 1 | X(t) = x

)
= λ(t, x)∆t+ o(∆t).

Следовательно, случайный процесс Q(t) определяется интенсивностью λ(t, x) :
T ×Rn → [0,+∞) и плотностью вероятности приращений вектора состояния q(t, y)
или в общем случае условной плотностью вероятности q(t, x+ y |x).

При управлении используется информация о времени и о величине m первых
координат вектора состояния: 0 6 m 6 n, т.е. X = [X(1) X(2)]

T, u(t) = u(t,X(1)(t)),
где X(1) = [X1 X2 . . . Xm]T ∈ Rm, X(2) = [Xm+1 . . . Xn]T ∈ Rn−m. Для любой задачи
управления по неполному вектору состояния можно упорядочить координаты имен-
но таким образом.

Предполагается, что функции f(t, x, u), σ(t, x, u) и u(t, x(1)), где x(1) ∈ Rm, обла-
дают следующими свойствами [4]: функции fi,u(t, x) = fi(t, x, u(t, x(1))) и gij,u(t, x) =
= gij(t, x, u(t, x(1))) кусочно-непрерывны по t для всех x ∈ Rn; при фиксированном
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t ∈ T fi,u(t, x) имеют непрерывные и ограниченные производные первого порядка,
а gij,u(t, x) имеют непрерывные и ограниченные производные второго порядка, где
gij(t, x, u), i, j = 1, 2, . . . , n, — элементы матричной функции g(t, x, u) = σ(t, x, u)×
×σT(t, x, u). Кроме того, λ(t, x) и

∫
Rn yq(t, x+ y |x)dy кусочно-непрерывные по t

функции, удовлетворяющие условию Липшица по x. Далее множество таких функ-
ций u(t, x(1)) будем обозначать через Um. Начальное состояние X0 имеет конечный
момент второго порядка.

Эти условия (иногда к ним добавляется дополнительное условие на матрицу
диффузии g(t, x, u), требуемое для разрешимости приведенных ниже параболических
уравнений) обеспечивают существование и единственность сильного решения урав-
нения (1), однако они вносят слишком много ограничений при решении прикладных
задач. Вопросы, связанные с ослаблением условий, рассмотрены в [15]. В частности,
можно рассматривать уравнения с разрывным (по переменной x) коэффициентом
сноса f(t, x, u) или вырожденной матрицей диффузии g(t, x, u), достаточно часто
встречающиеся в задачах управления. В ряде случаев требуется ослабить условия
на интенсивность λ(t, x). Отметим, что в [15] рассмотрены стохастические диффе-
ренциальные уравнения без скачкообразной компоненты, тем не менее, эти резуль-
таты могут быть обобщены. Кроме того, можно рассматривать задачу оптимального
управления слабым решением стохастического дифференциального уравнения.

Определения сильного и слабого решений стохастических дифференциальных
уравнений и возможные варианты условий, которым должны удовлетворять функ-
ции, задающие модель стохастической системы, подробно изложены в [14].

Случайный процесс X(t) удобно задавать плотностью вероятности ϕ(t, x), удо-
влетворяющей уравнению Колмогорова –Феллера [2, 10]:

(2)
∂ϕ(t, x)

∂t
= Au(t,x(1))ϕ(t, x), ϕ(t0, x) = ϕ0(x),

где

Auϕ(t, x) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

[
fi(t, x, u)ϕ(t, x)

]
+

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi∂xj

[
gij(t, x, u)ϕ(t, x)

]
−

− λ(t, x)ϕ(t, x) +

∫
Rn

λ(t, z)q(t, x | z)ϕ(t, z)dz,

а ϕ0(x) — плотность вероятности начального состояния X0.
Решение уравнения (2) будем понимать в обобщенном смысле из-за возможной

негладкости коэффициентов, а именно ϕ(t, x) ∈ W 1,1
2 (T ×Rn) и ϕ0(x) ∈ W 1

2 (Rn), где
W 1,1

2 (T ×Rn) и W 1
2 (Rn) — соответствующие пространства Соболева. С учетом этого

введем множество F допустимых плотностей вероятности вектора состояния:

F =

{
ϕ(x) ∈ W 1

2 (Rn), ϕ(x) > 0,

∫
Rn

ϕ(x)dx = 1

}
.

Далее будем придерживаться обозначений и формулировок, используемых в [6,
7, 16] для получения достаточных условий оптимальности в задаче управления си-
стемами диффузионного типа (без скачкообразной компоненты).
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Пусть Dm — множество пар dm = (ϕ(t, x), u(t, x(1))) таких, что ϕ(t, x) и u(t, x(1)) ∈
∈ Um удовлетворяют уравнению (2), где ϕ(t, x) ∈ F для любого фиксированного t ∈ T .
Введем на Dm функционал качества:

(3) J(ϕ0(x), dm) =

∫ t1

t0

∫
Rn

ω(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))dtdx+ θ(ϕ(t1, x)),

где ω(t, ϕ(t, x), u) : T ×Rn × U → R — ограниченная функция, а θ(ϕ(x)) : F→ R —
ограниченный функционал. Функция ω(t, ϕ(t, x), u) и функционал θ(ϕ(x)) заданы.
На функцию ω(t, ϕ(t, x), u) можно накладывать дополнительные условия, обеспечи-
вающие конечность величины J(ϕ0(x), dm).

Задача 1. Требуется найти такой элемент d∗m = (ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1))) ∈ Dm,
что

(4) J(ϕ0(x), d∗m) = min
dm∈Dm

J(ϕ0(x), dm).

Задача 2. Требуется найти такую синтезирующую функцию u∗(t, x(1), ϕ(x)) :
T ×Rm × F→ U , т.е. d∗m = (ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1), ϕ

∗(t, x))) ∈ Dm, что

(5) J(ϕ0(x), d∗m) = min
dm∈Dm

J(ϕ0(x), dm)

для любых допустимых ϕ0(x).
Если рассматривать задачу управления решением уравнения (2), то оптималь-

ная синтезирующая функция u∗(t, x(1), ϕ(x)) — это управление с обратной связью с
учетом того, что состоянием системы, которое содержит всю информацию в текущий
момент времени t, является функция ϕ(x) = ϕ(t, x). При заданной начальной плотно-
сти вероятности ϕ0(x) она порождает оптимальное управление решением уравнения
(1) при неполной информации:

ϕ(t, x) −→ X(1)(t)
↓ ↓

u∗(t, x(1), ϕ(x)) −→ u∗(t, x(1)) −→ u∗(t).

Предполагается, что минимум в (4) и (5) существует, иначе задачи 1 и 2 можно
сформулировать в терминах минимизирующих последовательностей [8, 11, 12].

3. Достаточные условия оптимальности

Рассмотрим множество S функций S(t, ϕ(x)) : T × F→ R, непрерывных и кусоч-
но-дифференцируемых по переменной t на множестве T и имеющих непрерывные ва-
риационные производные δS(t, ϕ(κ))/δϕ(x) [17]. При фиксированном t ∈ T S(t, ϕ(x))
— функционал, при фиксированном ϕ(x) ∈ F — функция времени.

Определим на S следующие конструкции:

(6)
R(t, ϕ(x), u) =

∂S(t, ϕ(x))

∂t
+

+

∫
Rn

[
δS(t, ϕ(κ))

δϕ(x)
Auϕ(x)− ω(t, ϕ(x), u)

]
dx,
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(7) G(t1, ϕ(x)) = S(t1, ϕ(x)) + θ(ϕ(x)).

Предположим, что при фиксированном m: 0 6 m 6 n, выполняются равенства

(8)

max
ϕ(x)∈F

{
∂S(t, ϕ(x))

∂t
+

∫
Rm

max
u∈U

{∫
Rn−m

[
ϕ(x)A∗u

[
δS(t, ϕ(κ))

δϕ(x)

]
−

− ω(t, ϕ(x), u)

]
dx(2)

}
dx(1)

}
= 0,

min
ϕ(x)∈F

{
S(t1, ϕ(x)) + θ(ϕ(x))

}
= 0,

где

(9)

A∗uψ(t, x) =
n∑

i=1

fi(t, x, u)
∂ψ(t, x)

∂xi
+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

gij(t, x, u)
∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
−

− λ(t, x)ψ(t, x) + λ(t, x)

∫
Rn

q(t, z |x)ψ(t, z)dz.

Если для некоторой функции S(t, ϕ(x)) ∈ S условия (8) не выполняются, то мож-
но рассмотреть функцию S(t, ϕ(x)) + γ(t) ∈ S, где γ(t) выбирается исходя из (8).

Нетрудно видеть, что для любой функции ψ(t, x) ∈
◦
W

1,2
2 (T ×Rn) справедливо

равенство ∫
Rn

ψ(t, x)Auϕ(t, x)dx =

∫
Rn

ϕ(t, x)A∗uψ(t, x)dx.

Теорема 1. Если существует функция S(t, ϕ(x)) ∈ S такая, что элемент
d∗m = (ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1))) ∈ Dm при почти всех t ∈ T удовлетворяет условиям

R(t, ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1))) = 0, G(t1, ϕ
∗(t1, x)) = 0,

то справедливо условие (4) и J(ϕ0(x), d∗m) = −S(t0, ϕ0(x)).
Доказательство теоремы 1. Применим принцип расширения [11, 12]. Пусть

V — множество пар (ϕ(t, x), u(t, x(1))), которые необязательно удовлетворяют уравне-
нию (2), пусть также функции ϕ(t, x) и u(t, x(1)) могут иметь разрывы первого рода.
Определим функционал качества на V:

L(ϕ0(x), dm) = G(t1, ϕ(t1, x))−
∫ t1

t0

R(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))dt− S(t0, ϕ0(x)),

тогда с учетом (6) и (7) имеем

L(ϕ0(x), dm) = S(t1, ϕ(t1, x)) + θ(ϕ(t1, x))− S(t0, ϕ0(x))−

−
∫ t1

t0

{
∂S(t, ϕ(t, x))

∂t
+

∫
Rn

[
δS(t, ϕ(t, x))

δϕ(x)
Au(t,x(1))ϕ(t, x)−

− ω(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))

]
dx

}
dt.
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Рассмотрим значения этого функционала на множестве Dm. Элементы dm ∈ Dm

удовлетворяют уравнению (2), поэтому

Au(t,x(1))ϕ(t, x) =
∂ϕ(t, x)

∂t
,

а полная производная функции S(t, ϕ(t, x)) по переменной t вычисляется по правилу
[17]:

dS(t, ϕ(t, x))

dt
=
∂S(t, ϕ(t, x))

∂t
+

∫
Rn

δS(t, ϕ(t, x))

δϕ(x)

∂ϕ(t, x)

∂t
dx,

следовательно,

L(ϕ0(x), dm) = S(t, ϕ(t1, x))− S(t, ϕ0(x))−
∫ t1

t0

dS(t, ϕ(t, x))

dt
dt+

+

∫ t1

t0

∫
Rn

ω(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))dtdx+ θ(ϕ(t1, x)) = J(ϕ0(x), dm),

т.е. значения функционалов J(ϕ0(x), dm) и L(ϕ0(x), dm) совпадают на множестве Dm.
Для вычисления минимума функционала L(ϕ0(x), dm) достаточно вычислить ми-

нимумы его слагаемых, что следует из свойств множества V. Тогда с учетом соотно-
шений (8)

min
dm∈V

L(ϕ0(x), dm) = min
dm∈V

G(t1, ϕ(t1, x))−

− max
dm∈V

∫ t1

t0

R(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))dt− S(t0, ϕ0(x)) > −S(t0, ϕ0(x)),

так как

max
dm∈V

∫ t1

t0

R(t, ϕ(t, x), u(t, x(1)))dt 6 0.

Таким образом, если элемент d∗m ∈ Dm удовлетворяет условиям теоремы, то

L(ϕ0(x), d∗m) = min
dm∈V

L(ϕ0(x), dm),

следовательно,

J(ϕ0(x), d∗m) = min
dm∈Dm

J(ϕ0(x), dm) = −S(t0, ϕ0(x)),

так как Dm — это подмножество V и для произвольного dm ∈ Dm справедливо ра-
венство J(ϕ0(x), dm) = L(ϕ0(x), dm).

Теорема 2. Если существуют S(t, ϕ(x)) ∈ S и u∗(t, x(1), ϕ(x)) такие, что при
любых ϕ(x) ∈ F и при почти всех t ∈ T выполняются условия

∂S(t, ϕ(x))

∂t
+

∫
Rm

max
u∈U

{∫
Rn−m

[
ϕ(x)A∗u

[
δS(t, ϕ(κ))

δϕ(x)

]
−

− ω(t, ϕ(x), u)

]
dx(2)

}
dx(1) = 0, S(t1, ϕ(x)) + θ(ϕ(x)) = 0,

то справедливо условие (5).
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Доказательство теоремы 2. Пусть u∗(t, x(1), ϕ(x)) — оптимальная синтезиру-
ющая функция, а ϕ0(x) — произвольная допустимая плотность вероятности началь-
ного состояния X0. Тогда, решая (2) с учетом оптимальной синтезирующей функции,
получаем функцию ϕ∗(t, x).

Рассмотрим значение функционала J(ϕ0(x), dm). Воспользуемся определением
функционала L(ϕ0(x), dm), так как J(ϕ0(x), dm) = L(ϕ0(x), dm) на множестве Dm (см.
доказательство теоремы 1). Из условий теоремы следует, что

R(t, ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1), ϕ
∗(t, x))) = 0, G(t1, ϕ

∗(t1, x)) = 0,

т.е. J(ϕ0(x), d∗m) = −S(t0, ϕ0(x)), где d∗m = (ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1), ϕ
∗(t, x))). Пусть элемент

d′m = (ϕ′(t, x), u′(t, x(1))) ∈ Dm такой, что функция ϕ′(t, x) удовлетворяет (2) с тем же
начальным условием, тогда

R(t, ϕ′(t, x), u′(t, x(1))) 6 0, G(t1, ϕ
′(t1, x)) = 0.

Следовательно, J(ϕ0(x), d∗m) 6 J(ϕ0(x), d′m).

4. Соотношения для определения
оптимального управления

Пусть

Ψ(t, x, u) = ϕ∗(t, x)A∗u
[
δS(t, ϕ∗(t, x))

δϕ(x)

]
− ω(t, ϕ∗(t, x), u).

Тогда, используя соотношения (8) и первое условие теоремы 1, можно записать струк-
туру оптимального управления:

(10) u∗(t, x(1)) = arg max
u∈U

{∫
Rn−m

Ψ(t, x, u)dx(2)

}
.

В частном случае оптимальное программное управление (m = 0) и управление с пол-
ной обратной связью (m = n) определяются выражениями

u∗(t) = arg max
u∈U

{∫
Rn

Ψ(t, x, u)dx

}
, u∗(t, x) = arg max

u∈U

{
Ψ(t, x, u)

}
.

Необходимые условия экстремума в (6) и (7) записываются в форме

δR(t, ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1)))

δϕ(x)
= 0,

δG(t1, ϕ
∗(t1, x))

δϕ(x)
= 0,

или

(11)
δSt(t, ϕ

∗(t, x))

δϕ(x)
= −

δH(t, ϕ∗(t, x), u∗(t, x(1)))

δϕ(x)

(
St(t, ϕ(x)) =

∂S(t, ϕ(x))

∂t

)
,

(12)
δS(t1, ϕ

∗(t1, x))

δϕ(x)
= −δθ(ϕ

∗(t1, x))

δϕ(x)
,
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где функция H(t, ϕ(x), u) задается выражением

H(t, ϕ(x), u) =

∫
Rn

[
ϕ(x)A∗u

[
δS(t, ϕ(κ))

δϕ(x)

]
− ω(t, ϕ(x), u)

]
dx.

В (10)–(12) функция ϕ∗(t, x) является решением (2). Окончательный вид урав-
нений (11) и (12) для нахождения оптимального управления зависит от решаемой
задачи и, следовательно, от задания функции S(t, ϕ(x)) ∈ S.

5. Синтез оптимального в среднем управления

Пусть функция ω(t, ϕ(t, x), u) и функционал θ(ϕ(x)) в (3) заданы следующим
образом:

ω(t, ϕ(t, x), u) = ω(t, x, u)ϕ(t, x), θ(ϕ(x)) =

∫
Rn

θ(x)ϕ(x)dx,

и, следовательно, функционал качества

(13) J(ϕ0(x), dm) =

∫ t1

t0

∫
Rn

ω(t, x, u(t, x(1)))ϕ(t, x)dtdx+

∫
Rn

θ(x)ϕ(t1, x)dx

является линейным по плотности вероятности ϕ(t, x) вектора состояния X. Его мож-
но представить в виде

J(ϕ0(x), dm) = M
[∫ t1

t0

ω(t,X(t), u(t,X(1)(t)))dt+ θ(X(t1))

]
,

где M — знак математического ожидания. Предполагается, что функции ω(t, x, u) :
T ×Rn × U → R и θ(x) : Rn → R удовлетворяют условию конечности величины (13)
(см., например, [7, 16,18]).

Будем искать S(t, ϕ(x)) ∈ S в виде

(14) S(t, ϕ(x)) =

∫
Rn

ψ(t, x)ϕ(x)dx,

где ψ(t, x) — неизвестная функция, причем ψ(t, x) является элементом пространства
W 1,2

2 (T × Ω) для любого ограниченного множества Ω ⊂ Rn, непрерывна и кусочно-
дифференцируема по переменной t.

Известно [17], что для функции S(t, ϕ(x)), заданной выражением (14),

δS(t, ϕ(κ))

δϕ(x)
= ψ(t, x),

поэтому

H(t, ϕ(x), u) =

∫
Rn

ϕ(x)
[
A∗uψ(t, x)− ω(t, x, u)

]
dx,

а также

δSt(t, ϕ(κ))

δϕ(x)
=
∂ψ(t, x)

∂t
,

δH(t, ϕ(κ), u)

δϕ(x)
= A∗uψ(t, x)− ω(t, x, u),

XII ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ
ВСПУ-2014

Москва 16-19 июня 2014 г



742

δS(t1, ϕ(κ))

δϕ(x)
= ψ(t1, x),

δθ(ϕ(κ))

δϕ(x)
= θ(x).

Далее с учетом (9) и (10) получаем структуру оптимального управления:

(15) u∗(t, x(1)) = arg max
u∈U

{∫
Rn−m

[
A∗uψ(t, x)− ω(t, x, u)

]
ϕ∗(t, x)dx(2)

}
,

или

u∗(t, x(1)) = arg max
u∈U

{∫
Rn−m

[ n∑
i=1

fi(t, x, u)
∂ψ(t, x)

∂xi
+

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

gij(t, x, u)
∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
− ω(t, x, u)

]
ϕ∗(t, x)dx(2)

}
=

= arg max
u∈U

{∫
Rn−m

[ n∑
i=1

fi(t, x, u)
∂ψ(t, x)

∂xi
+

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

gij(t, x, u)
∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
− ω(t, x, u)

]
ϕ∗(t, x(2)|x(1))dx(2)

}
,

где

ϕ∗(2|1)(t, x(2)|x(1)) =
ϕ∗(t, x)

ϕ∗(1)(t, x(1))
, ϕ∗(1)(t, x(1)) =

∫
Rn−m

ϕ∗(t, x)dx(2).

В предельных случаях информированности получаем структуру оптимального
программного управления (m = 0) и управления с полной обратной связью (m = n):

(16) u∗(t) = arg max
u∈U

{∫
Rn−m

[
A∗uψ(t, x)− ω(t, x, u)

]
ϕ∗(t, x)dx

}
,

(17) u∗(t, x) = arg max
u∈U

[
A∗uψ(t, x)− ω(t, x, u)

]
.

Учитывая полученные выражения и уравнения (2), (11), (12), можно записать
соотношения для определения функций ϕ∗(t, x) и ψ(t, x):

(18)

∂ϕ∗(t, x)

∂t
= Au∗(t,x(1))ϕ

∗(t, x) =

= −
n∑

i=1

∂

∂xi

[
fi(t, x, u

∗(t, x(1)))ϕ
∗(t, x)

]
+

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi∂xj

[
gij(t, x, u

∗(t, x(1)))ϕ
∗(t, x)

]
−

− λ(t, x)ϕ∗(t, x) +

∫
Rn

λ(t, z)q(t, x | z)ϕ∗(t, z)dz,

ϕ∗(t0, x) = ϕ0(x);
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(19)

∂ψ(t, x)

∂t
= −A∗u∗(t,x(1))

ψ(t, x) + ω(t, x, u∗(t, x(1))) =

= −
n∑

i=1

fi(t, x, u
∗(t, x(1)))

∂ψ(t, x)

∂xi
−

− 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

gij(t, x, u
∗(t, x(1)))

∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
+

+ λ(t, x)ψ(t, x)− λ(t, x)

∫
Rn

q(t, z |x)ψ(t, z)dz + ω(t, x, u∗(t, x(1))).

ψ(t1, x) = −θ(x).

Таким образом, для определения оптимального управления необходимо решить
систему (18), (19) с учетом (15). После определения функций ψ(t, x) можно вычис-
лить минимум функционала (13):

J(ϕ0(x), d∗m) = −
∫
Rn

ψ(t0, x)ϕ0(x)dx.

При синтезе управления с полной обратной связью (m = n) соотношения (17) и
(19) можно записать в виде

(20)

max
u∈U

{
∂ψ(t, x)

∂t
+

n∑
i=1

fi(t, x, u)
∂ψ(t, x)

∂xi
+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

gij(t, x, u)
∂2ψ(t, x)

∂xi∂xj
−

− λ(t, x)ψ(t, x) + λ(t, x)

∫
Rn

q(t, z |x)ψ(t, z)dz − ω(t, x, u)

}
= 0,

ψ(t1, x) = −θ(x).

Приведенные соотношения (16), (18), (19) и (20) аналогичны уравнениям стоха-
стического принципа максимума и уравнению Беллмана для стохастических систем
диффузионного типа [6–8, 16, 18]. Для систем диффузионно-скачкообразного типа
такие соотношения приведены в [10].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12-08-00892-а).
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