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1. Введение

Задачи оптимального управления динамическими системами, безусловно, сложны с
вычислительной точки зрения. За десятилетия развития теории оптимальных систем
разработаны многочисленные методы и подходы к приближенному решению таких за-
дач [1–6].

Одним из методов решения различных задач, возникающих в теории управления,
является спектральный метод, или метод матричных операторов, основанный на пред-
ставлении искомого решения ортогональным рядом [5, 7–14]. Его основное преимуще-
ство состоит в том, что все операции производятся не с рядом, а только с его коэф-
фициентами, и задача, которая может описываться, например, дифференциальными,
интегральными, разностными соотношениями, сводится к алгебраической (линейной
или нелинейной в зависимости от исходной задачи).

С момента появления спектрального метода были рассмотрены разнообразные ба-
зисные системы, относительно которых может быть построено разложение функций в
ряды, — как полные, так и неполные ортогональные и биортогональные системы функ-
ций. В спектральной форме математического описания систем управления функции
представляются матрицами-столбцами, линейные операторы — квадратными матри-
цами, линейные функционалы — матрицами-строками. Их называют спектральными
характеристиками функций, спектральными характеристиками операторов, спектраль-
ными характеристиками линейных функционалов соответственно. Существуют и дру-
гие элементы, например, позволяющие рассматривать нелинейные операции, операции
замены базиса, операции перехода от функций с непрерывно меняющимся аргументом
к функциям дискретного аргумента [7, 8, 12].

Это препринт статьи, принятой для опубликования в журнале «Вычислительные технологии». —
2015, т. 20, № 3. — С. 58–74.
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При постановке задач оптимального управления часто вводятся ограничения на
управляющие воздействия. Для учета этих ограничений целесообразно построить ана-
лог множества допустимых управлений как множество соответствующих спектральных
характеристик функций, чтобы проверка на допустимость закона управления осуществ-
лялась в рамках операций с коэффициентами ортогонального ряда без непосредствен-
ного перехода к функциям. В [9] аналогичная задача решалась для блочно-импульсных
и кусочно-линейных функций, а в общем случае предлагалось проверять допустимость
управления непосредственно.

Здесь предлагается общая методика построения множества допустимых управлений
в спектральной форме математического описания, применение которой позволит из-
бежать постоянного перехода от спектральных характеристик к определяемым ими
функциям. Рассматриваются часто используемые геометрические ограничения вида
|u(t)| 6 υ на скалярное программное управление u(t). Предлагаемая методика может
быть использована при применении прямых методов оптимизации динамических си-
стем [1, 6] при нахождении позиционного управления и для случая, когда управление
— вектор-функция.

В работе приведены примеры приближенного построения множества допустимых
управлений в спектральной форме математического описания для классических бази-
сов: полиномов Лежандра, тригонометрических функций, функций Уолша [7–9, 11, 12,
15,16]. Для функций Уолша найдено точное описание множества допустимых управле-
ний.

2. Основные обозначения и постановка задачи

Будем предполагать, что задана функция u(t) : T → R1, T = [t0, t1]. Система функ-
ций {q(i, t)}∞i=0 — ортонормированный базис пространства L2(T ; ν(t)), ν(t) — весовая
функция:

(
q(i, t), q(j, t)

)
L2(T ;ν(t))

=

∫ t1

t0

ν(t)q(i, t)q(j, t)dt =

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j = 0, 1, 2, . . .

Функции {q(i, t)}∞i=0 непрерывны либо односторонне непрерывны на T .
Таким образом, если u(t) ∈ L2(T ; ν(t)), то

u(t) =
∞∑
i=0

uiq(i, t), t ∈ T, (1)

где ui — коэффициенты разложения функции u(t):

ui =
(
q(i, t), u(t)

)
L2(T ;ν(t))

=

∫ t1

t0

ν(t)q(i, t)u(t)dt, i = 0, 1, 2, . . .

Спектральной характеристикой U функции u(t), определенной относительно базис-
ной системы {q(i, t)}∞i=0, называется [7, 8, 11, 12] упорядоченная совокупность коэффи-
циентов разложения ui, представленных в виде бесконечной матрицы-столбца (транс-
понированной матрицы-строки):

U = [u0 u1 u2 . . . ]T.
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Преобразование, ставящее в соответствие функции ее спектральную характеристи-
ку, называют спектральным преобразованием и обозначают S, тогда

U = S[u(t)], u(t) = S−1[U], S−1 — обратное спектральное преобразование.

Наряду с точным представлением функции u(t) в виде ряда (1) можно рассматри-
вать задачу приближенного представления в виде частичной суммы:

u(t) ≈ uL(t) =
L−1∑
i=0

uiq(i, t), (2)

где L, следуя [5, 11], будем называть порядком усечения спектральных характеристик.
В этом случае спектральная характеристика представляется матрицей-столбцом:

U = [u0 u1 . . . uL−1 ]T ∈ RL.

Пространство L2(T ; ν(t)) линейно, конечномерное подпространство L2(T ; ν(t))L, об-
разованное первыми L базисными функциями q(0, t), q(1, t), . . . , q(L− 1, t), линейно по
построению:

L2(T ; ν(t))L = Lin
{
q(0, t), q(1, t), . . . , q(L− 1, t)

}
,

поэтому множество всех спектральных характеристик функций из L2(T ; ν(t))L совпа-
дает с RL. Для функций из L2(T ; ν(t)) множество всех спектральных характеристик —
пространство квадратично суммируемых последовательностей l2 (спектральное преоб-
разование S устанавливает взаимно однозначное соответствие пространств L2(T ; ν(t))
и l2, конечно, с учетом того, что функции из L2(T ; ν(t)), отличающиеся на множестве
нулевой меры, эквивалентны [15]).

Предположим, что для функций u(t) заданы дополнительные условия вида
|u(t)| 6 υ, часто используемые в задачах оптимального управления с ограничениями
(υ — заданное положительное число, t — время), т.е. u(t) — допустимые управления
некоторой динамической системой. Задача построения множества допустимых управле-
ний в спектральной форме математического описания состоит в построении множества
спектральных характеристик UL ⊂ RL, соответствующего функциям из L2(T ; ν(t))L∩
∩{u(t) : |u(t)| 6 υ} при спектральном преобразовании S с заданным порядком усечения
L.

3. Свойства множества UL

Перечислим основные свойства множества допустимых управлений в спектральной
форме математического описания, которые требуется указать для формирования алго-
ритма приближенного построения этого множества.

1. Выпуклость. Если U1,U2 ∈ UL, то a1U1 + a2U2 ∈ UL для любых a1, a2 > 0, удо-
влетворяющих условию a1 + a2 = 1.

Действительно, пусть u1(t) = S−1[U1], u2(t) = S−1[U2]. Тогда |u1(t)| 6 υ, |u2(t)| 6 υ и,
следовательно, |a1u1(t) + a2u2(t)| 6 υ, поскольку |a1u1(t)+a2u2(t)| 6 a1|u1(t)|+a2|u2(t)|.
Таким образом, S[a1u1(t) + a2u2(t)] = a1S[u1(t)] + a2S[u2(t)] = a1U1 + a2U2 ∈ UL.

2. Симметричность. Если U ∈ UL, то −U ∈ UL.
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Доказательство этого свойства аналогично предыдущему доказательству, а именно
пусть u(t) = S−1[U], |u(t)| 6 υ. Очевидно, что и | − u(t)| 6 υ. Таким образом, S[−u(t)] =
= −S[u(t)] = −U ∈ UL.

3. Замкнутость. Множество UL замкнуто.
Рассмотрим функцию u(t) ∈ L2(T ; ν(t))L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ} такую, что найдется

t∗ ∈ T , для которого u(t∗) = υ (max |u(t)| = υ; здесь и далее при аналогичной записи
подразумевается, что максимум берется по t ∈ T ), и ε-окрестность точки U = S[u(t)]
в RL, т.е. множество Uε = {U′ : |U′ −U| < ε}, где |U| — евклидова норма вектора U.
Тогда для произвольного ε ∈ (0, |U|) найдется такое δ ∈ (0, 1) (например, δ = ε/|U|),
что

S[(1− δ)u(t)] = (1− δ)S[u(t)] = (1− δ)U ∈ UL,

S[(1 + δ)u(t)] = (1 + δ)S[u(t)] = (1 + δ)U /∈ UL,

(1− δ)U ∈ Uε, (1 + δ)U ∈ Uε,

так как |(1− δ)u(t)| < υ и |(1 + δ)u(t)| > υ. Следовательно, U ∈ UL — граничная точ-
ка множества UL. Аналогично можно показать, что если U ∈ UL — граничная точка
множества UL, то функция u(t) = S−1[U] достигает заданного ограничения υ.

Напомним, кроме того, что S — ортогональное преобразование, и если u1(t), u2(t) ∈
∈ L2(T ; ν(t))L, U1 = S[u1(t)], U2 = S[u2(t)], то(

u1(t), u2(t)
)
L2(T ;ν(t))

= (U1,U2) = UT

1U2,

в частности

‖u(t)‖L2(T ;ν(t)) = |U|, u(t) ∈ L2(T ; ν(t))L, U = S[u(t)].

Нетрудно видеть, что

max
|u(t)|6υ

‖u(t)‖L2(T ;ν(t)) =

{∫ t1

t0

ν(t)υ2dt

} 1
2

= υζ = R, ζ = ‖1‖L2(T ;ν(t)),

и если среди функций базисной системы {q(i, t)}∞i=0 есть такая функция q(i, t), что
|q(i, t)| = c = const, где i < L и cζ = 1, то множество UL содержится в замкнутом шаре
{U : |U| 6 R} ⊂ RL, имея с ним по крайней мере две общие точки. Иначе множество
UL содержится в открытом шаре {U : |U| < R}, так как усеченная спектральная харак-
теристика функции h(t) = υ будет иметь меньшую норму, чем R. При ν(t) ≡ 1 радиус
R = υ

√
t1 − t0.

Таким образом, множество UL — выпуклое, замкнутое, ограниченное подмножество
RL, симметричное относительно нуля O = [ 0 0 . . . 0 ]T, соответствующего управлению
u(t) ≡ 0. Граница множества UL является образом управлений, достигающих заданного
ограничения υ.

4. Аппроксимация множества UL многогранной областью

Для приближенного построения множества допустимых управлений в спектральной
форме математического описания выберем конечное множество управлений, достига-
ющих ограничения υ. Их выпуклая комбинация образует замкнутую многогранную
область, граница которой — выпуклый многогранник.
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Выпуклый многогранник может быть задан множеством вершин и плоскостями гра-
ней [17]. Найдем для некоторых классов управлений соответствующие им множества
вершин.

Выберем функции ai(t) = αiq(i, t), где величины αi определяются из условия
max |ai(t)| = υ, i = 0, 1, . . . , L− 1. Тогда спектральные характеристики Ai = S[ai(t)] =
= αiEi, где Ei — орты координатных осей, или столбцы единичной матрицы порядка
L. Это является следствием ортогональности функций {q(l, t)}l=0,1,...,L−1; l 6=i и ai(t).

Итак, первое приближение для множества UL — выпуклая оболочка точек Ai и
симметричных им, т.е. U(1)

L = Conv{±Ai, i = 0, 1, . . . , L− 1}, U(1)
L ⊆ UL.

Далее рассмотрим функции a±j1j2(t) = γ±j1j2(aj1(t)± aj2(t)), где величины γ±j1j2 опре-
деляются из условия max |a±j1j2(t)| = υ, j1, j2 = 0, 1, . . . , L− 1, j1 6= j2. Нетрудно видеть,
что их спектральные характеристики выражаются следующим образом:

A±j1j2 = S[a±j1j2(t)] = γ±j1j2(Aj1 ±Aj2) = γ±j1j2(αj1Ej1 ± αj2Ej2).

Выпуклая оболочка точек, полученных ранее, и точек {±A±j1j2 , j1, j2 = 0, 1, . . . , L− 1,

j1 6= j2} дает приближение, которое не хуже U(1)
L :

U(2)
L = Conv

{
{±Ai, i = 0, 1, . . . , L− 1} ∪ {±A±j1j2 , j1, j2 = 0, 1, . . . , L− 1, j1 6= j2}

}
,

U(1)
L ⊆ U(2)

L ⊆ UL.

Для более точной аппроксимации имеет смысл брать в качестве управлений суммы
двух и более функций ai(t) с разными весовыми коэффициентами. Перейдем к общему
случаю, для этого введем множество мультииндексов

J = J(m, r) =

{
(j0, j1, . . . , jL−1) : ji ∈ Z ∩ [−m,m],

L−1∑
i=0

|ji| = r

}
(3)

и функции

aj(t) = γj

L−1∑
i=0

jiai(t), j ∈ J(m, r),

где величины γj определяются из условия max |aj(t)| = υ, m и r — натуральные числа,
m 6 r 6 Lm.

Например, множество функций A1,1 = {±aj(t), j = 0, 1, . . . , L− 1}, введенных выше,
совпадает с {aj(t), j ∈ J = J(1, 1)}, при этом γj = 1 для всех j ∈ J = J(1, 1). Множе-
ство функцийA1,2 = {±a±j1j2(t), j1, j2 = 0, 1, . . . , L− 1, j1 6= j2} совпадает с {aj(t), j ∈ J =
= J(1, 2)}. Объединение A2,2 = A1,1 ∪ A1,2 дает {aj(t), j ∈ J = J(2, 2)}. Для общего слу-
чая введем обозначение Am,r = {aj(t), j ∈ J = J(m, r)}.

Множество мультииндексов J необязательно определять в форме (3). Одним из ва-
риантов может быть множество

J = J(m) =

{
(j0, j1, . . . , jL−1) : ji ∈ Z ∩ [−m,m],

L−1∑
i=0

|ji| 6= 0

}
, (4)

в котором дополнительно отождествляются пропорциональные индексы, например, в
множестве J находится только один из индексов с условием j0 = j1 = · · · = jL−1, т.е. ли-
бо (1, 1, . . . , 1), либо (−m,−m, . . . ,−m), поскольку они задают одну и ту же функцию
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aj(t). Фактически здесь вместо множества J(m) нужно рассматривать его фактори-
зацию по отношению эквивалентности: j1 ∼ j2, j1, j2 ∈ J(m), если j1 = χj2, где χ —
некоторое ненулевое рациональное число. Отметим, что J(m, r) ⊂ J(m), и введем обо-
значение Am = {aj(t), j ∈ J = J(m)}. Тогда Am,r ⊂ Am.

Далее найдем спектральные характеристики функций aj(t), j ∈ J :

Aj = S[aj(t)] = γj[ j0α0 j1α1 . . . jL−1αL−1 ]T = γj

L−1∑
i=0

jiαiEi,

которые образуют множество вершин многогранной области, аппроксимирующей мно-
жество UL:

U(m)
L = Conv{Aj, j ∈ J}, U(m)

L ⊆ UL. (5)

Здесь J = J(m, r) (см. (3)) или J = J(m) (см. (4)).
Рассмотрим другой класс функций — функции, порожденные кусочно-постоянными

функциями. Выберем натуральное число n: 2n > 2L, и определим функции

bi(t) = υI(t− t0 − iη/n), i = 0, 1, . . . , n− 1,

где I(t) — индикатор множества [0, η/n), η = t1 − t0.
Далее определим множество мультииндексов

K = K(n) =
{

(k0, k1, . . . , kn−1) : ki ∈ {±1}
}
, (6)

а также функции

b̂k(t) =
n−1∑
i=0

kibi(t), k ∈ K,

и bk(t) = βkb̂k(t), где величины βk определяются из условия max |S−1[B̂k]| = υ, в котором
B̂k — усеченная спектральная характеристика функции b̂k(t). Индексы k, для которых
B̂k — нулевой вектор, т.е. функция b̂k(t) ортогональна первым L функциям базисной
системы {q(i, t)}∞i=0, не рассматриваются.

Введение вспомогательных функций b̂k(t) связано с тем, что если построить проек-
цию L2(T ; ν(t)) ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ} на L2(T ; ν(t))L, то она, вообще говоря, не совпадет
с L2(T ; ν(t))L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ}, поскольку при обратном преобразовании усеченной
спектральной характеристики результат может не удовлетворять исходным ограниче-
ниям или не достигать заданного ограничения υ. Более того, с ростом n L2-норма bi(t),
i = 0, 1, . . . , n− 1, будет уменьшаться, а соответствующие им усеченные спектральные
характеристики — приближаться к нулю O при том, что max |bi(t)| = υ.

Спектральные характеристики функций bk(t) вычисляются по определению:

Bk = S[bk(t)] = βk

n−1∑
i=0

kiS[bi(t)], k ∈ K.

Они образуют множество вершин многогранной области, аппроксимирующей множе-
ство UL:

U(n)
L = Conv{Bk, k ∈ K}, U(n)

L ⊆ UL, (7)

где K = K(n) (см. (6)).
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Функции Bn = {bk(t), k ∈ K = K(n)}, в общем случае уже не являются кусочно-
постоянными и не ортогональны при непересекающихся носителях (bi(t) таким свой-
ством обладают, i = 0, 1, . . . , n− 1), поэтому они не так удобны, как введенные ранее
функции aj(t), j ∈ J , вычисление их спектральных характеристик более трудоемко.
Тем не менее, их тоже можно использовать для построения множества допустимых
управлений в спектральной форме математического описания. Можно даже указать
базисную систему функций Уолша, для которой оба подхода могут давать одно и то же
приближение множества UL при соответствующем выборе параметров m, r, n: m = r и
n = 2s, где s ∈ N.

Для построения множества вершин многогранной области возможно и объединение
{Aj, j ∈ J} и {Bk, k ∈ K}:

U(m,n)
L = Conv

{
{Aj, j ∈ J} ∪ {Bk, k ∈ K}

}
, U(m,n)

L ⊆ UL,

где J = J(m, r) или J = J(m), K = K(n), а также добавление к ним вершин, получен-
ных другим способом, в том числе и на основе моделирования случайных функций из
L2(T ; ν(t))L ∩ {u(t) : max |u(t)| = υ}.

Выпуклую многогранную область можно построить как пересечение полупро-
странств, заданных граничными плоскостями. Построение плоскостей граней по из-
вестному множеству вершин многогранника может осуществляться методами вычис-
лительной геометрии [18].

Уравнение гиперплоскости в RL, проходящей через вершины U0,U1, . . . ,UL−1 ∈ RL,
задается в виде

det(X−U0,U1 −U0,U2 −U0, . . . ,UL−1 −U0) = 0,

где X = [x0 x1 . . . xL−1 ]T ∈ RL. Чтобы гиперплоскость была граничной, очевидно,
остальные точки, являющиеся вершинами многогранника, и нуль, должны быть по од-
ну сторону этой гиперплоскости. Раскрывая определитель, уравнение гиперплоскости
можно переписать следующим образом:

n0x0 + n1x1 + · · ·+ nL−1xL−1 − d = 0, (8)

где d > 0, тогда N = [n0 n1 . . . nL−1 ]T — внешняя нормаль к гиперплоскости [17]. Все
точки X, для которых (N,X)− d = n0x0 + n1x1 + . . . nL−1xL−1 − d < 0, лежат в полу-
пространстве, содержащем нуль.

Заметим, что если det(U0,U1 −U0,U2 −U0, . . . ,UL−1 −U0) = 0, то либо гиперплос-
кость проходит через нуль, либо U0,U1, . . . ,UL−1 линейно зависимы и не могут задавать
граничную гиперплоскость.

Таким образом, можно перейти от задания выпуклого многогранника множеством
вершин к заданию его плоскостями граней P l, где l принимает значения из конечного
множества. Каждая из этих плоскостей определяется внешней нормалью Nl и числом dl,
т.е. уравнением (Nl,X)− dl = 0. Тогда проверка принадлежности точки U ∈ RL, кото-
рая соответствует некоторому управлению u(t) = S−1[U], сводится к проверке условия
(Nl,U)− dl 6 0 для каждого l.

5. Изменение масштаба и сдвиг

Пусть VL — множество допустимых управлений в спектральной форме матема-
тического описания при условии, что T = [0, 1] и υ = 1, т.е. VL — образ множества
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L2([0, 1]; ρ(t))L ∩ {v(t) : |v(t)| 6 1} при спектральном преобразовании S, ρ(t) — весовая
функция.

Построим образ UL множества L2([t0, t1]; ν(t))L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ}. Установим вза-
имно однозначное соответствие управлений u(t) и v(t), а также построим ортонормиро-
ванный базис {q(i, t)}∞i=0 в L2([t0, t1]; ν(t)) на основе базиса {p(i, t)}∞i=0 в L2([0, 1]; ρ(t)):

u(t) = υv

(
t− t0
t1 − t0

)
, q(i, t) =

1√
t1 − t0

p

(
i,
t− t0
t1 − t0

)
, ν(t) = ρ

(
t− t0
t1 − t0

)
.

Тогда связь коэффициентов разложения управлений u(t) и v(t) задается соотношением

ui =
(
q(i, t), u(t)

)
L2(T ;ν(t))

=

∫ t1

t0

ν(t)q(i, t)u(t)dt =

=
υ√

t1 − t0

∫ t1

t0

ρ

(
t− t0
t1 − t0

)
p

(
i,
t− t0
t1 − t0

)
v

(
t− t0
t1 − t0

)
dt =

= υ
√
t1 − t0

∫ 1

0

ρ(τ)p(i, τ)v(τ)dτ = υ
√
t1 − t0 vi, i = 0, 1, 2, . . . ,

и, следовательно, спектральные характеристики этих управлений связаны следующим
образом:

S
q
[u(t)] = υ

√
t1 − t0 S

p
[v(t)],

где при спектральном преобразовании используются разные базисные системы, что и
отражено в обозначениях.

Таким образом, зная множество VL, нетрудно получить и UL, используя преобразо-
вание подобия (гомотетию) с коэффициентом υ

√
t1 − t0. Множество допустимых управ-

лений VL в спектральной форме математического описания не изменяется при преоб-
разованиях, для которых υ

√
t1 − t0 = 1. Множество UL является образом целого класса

L2([t0, t1]; ν(t))L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ}, определяемого равенством υ
√
t1 − t0 = const.

Далее рассмотрим множество допустимых управлений, определяемых ограничением
вида υ0 6 u(t) 6 υ1. Вводя новое управление w(t) = u(t)− ū, ū = (υ0 + υ1)/2, получаем
ограничение |w(t)| 6 ω, где ω = (υ1 − υ0)/2. Обозначим соответствующее ему множество
допустимых управлений в спектральной форме математического описания через WL, а
спектральную характеристику функции ū(t) = ū = const через Ū.

Поскольку спектральное преобразование линейно, спектральные характеристики
W и U управлений w(t) и u(t) связаны соотношением W = U− Ū. Если принять,
что функция q(0, t) базисной системы {q(i, t)}∞i=0 принимает постоянное значение:
q(0, t) = c = const (для наиболее часто применяемых базисов это так), то Ū = (ū/с)E0

и множество UL можно получить из WL с помощью движения вдоль орта E0. В общем
же случае движение происходит вдоль вектора Ū ∈ RL, не коллинеарного с E0.

Следовательно, для нахождения множества допустимых управлений в спектральной
форме математического описания, соответствующего ограничению υ0 6 u(t) 6 υ1 при
t ∈ T = [t0, t1], достаточно найти множество VL, которое является образом множества
L2([0, 1]; ρ(t))L ∩ {v(t) : |v(t)| 6 1} при спектральном преобразовании S, для каждой из
применяемых базисных систем.
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6. Примеры

Приведем примеры нахождения множеств VL допустимых управлений в спектраль-
ной форме математического описания (при T = [0, 1] и υ = 1) для полиномов Лежандра,
тригонометрических функций (косинусоид) и функций Уолша. Для всех перечисленных
базисных систем весовая функция ν(t) тождественно равна единице.

На рис. 1 показаны проекции граничных точек множеств допустимых управлений
при усечении L = 3 на координатные плоскости при использовании многогранной об-
ласти U(8)

L , J = J(8, 8) (см. (3), (5)) — всего 258 граничных точек. Первая строка на
рис. 1 соответствует полиномам Лежандра (78 граней), вторая строка — косинусоидам
(78 граней), третья строка — функциям Уолша (8 граней). Для первого столбца коор-
динаты спектральных характеристик с номерами 0 и 1 соответственно по оси абсцисс и
оси ординат, для второго столбца — 0 и 2, для третьего столбца — 1 и 2. Знаком � — обо-
значены граничные точки, принадлежащие соответствующей координатной плоскости
в R3, а знаком ♦ — проекции остальных граничных точек. Чтобы минимизировать влия-
ние погрешностей при вычислениях, плоскости граней с нормалями, кубическая норма
разности между которыми не превосходит ε = 10−8, отождествляются. При другом ε
число граней может в общем случае отличаться от приведенных выше значений.

Использование многогранной области U(8)
L , J = J(8) дает существенно больше вер-

шин, усложняя при этом нахождение граней, а построение многогранной области U(8)
L ,

K = K(8) (см. (6)) не обеспечивает такого «равномерного распределения» вершин. На
рис. 2 изображены иллюстрации к последнему случаю, их расположение соответствует
рис. 1.

Рассмотрим более подробно систему функций Уолша [8,11,16]. На отрезке T = [0, 1]
они определяются следующим образом:

Ω̂(i, t) =

 1, i = 0,∏
{k: γk=1}

r(k, t), i = 1, 2, . . . ,

где γk — коэффициенты в двоичном представлении числа i = γ12
0 + γ22

1 + γ32
2 +

+ · · ·+ γk2
k−1 + · · ·+ γm+12

m, m — наибольшая степень в этом двоичном представле-
нии, γk ∈ {0, 1}, а r(k, t) — функции Радемахера:

r(k, t) = sign
(
sin(2kπt)

)
=

{
1, sin(2kπt) > 0,

−1, sin(2kπt) < 0,
k = 1, 2, . . .

Функция Уолша Ω̂(i, t) представляет собой произведение функций r(k, t) с номерами
k, для которых γk = 1 в двоичном представлении числа i, поэтому

max
∣∣Ω(i, t)

∣∣ = 1, i = 0, 1, . . . , L− 1,

т.е. ai(t) = Ω(i, t) и Ai = S[ai(t)] = Ei.
Далее заметим, что функции Уолша строятся таким образом [16], что для совокупно-

сти Ω̂(i, t), i = 1, 2, . . . , L− 1, найдется интервал Θ ⊂ T , на котором эти функции прини-
мают заданные значения ωi соответственно из множества {±1}, например, Ω̂(i, t∗) = 1,
Ω̂(i, t∗) = −1 или Ω̂(i, t∗) = (−1)i, t∗ ∈ Θ. Исходя из этого, для любой комбинации

max

∣∣∣∣L−1∑
i=1

αiΩ̂(i, t)

∣∣∣∣ = 1,
L−1∑
i=1

|αi| = 1,
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Рис. 1. Проекции множеств допустимых управлений на координатные плоскости для различ-
ных базисных систем; U(8)

L , J = J(8, 8).

так как найдется такое t∗ ∈ Θ, что Ω(i, t∗) = signαi. Этот вывод останется справедли-
вым, если добавить функцию Ω̂(0, t), тождественно равную единице на T . В этом случае

max

∣∣∣∣L−1∑
i=0

αiΩ̂(i, t)

∣∣∣∣ = 1, α0 +
L−1∑
i=1

|αi| = 1, α0 > 0. (9)

Здесь переход к α0 < 0 влечет смену знака всех αi, i = 1, 2, . . . , L− 1.
Следовательно, множество допустимых управлений VL в спектральной форме ма-

тематического описания совпадает с первым приближением V(m)
L при m = 1: V(1)

L =

= Conv{±Ei, i = 0, 1, . . . , L− 1}, V(1)
L = VL, и представляет собой правильный кросспо-

литоп в RL — L-мерный октаэдр, или кокуб.
Возьмем L точек Xi = [xi,0 xi,1 . . . xi,L−1 ]T из множества {±Ei, i = 0, 1, . . . , L− 1}:

Xi = ωiEi, где ωi = 1 или ωi = −1. Тогда, подставляя значения xik = ωiδik в уравне-
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Рис. 2. Проекции множеств допустимых управлений на координатные плоскости для различ-
ных базисных систем; U(8)

L , K = K(8).

ние (8), i = 0, 1, . . . , L− 1, где δik — символ Кронекера, и полагая d = 1, получаем си-
стему линейных уравнений относительно координат nk вектора внешней нормали N
к гиперплоскости, проходящей через точки Xi, i = 0, 1, . . . , L− 1. Ее решение: nk = ωk,
т.е. N = [ω0 ω1 . . . ωL−1 ]T.

Множество всех таких комбинаций Xi порождает всевозможные векторы Nl для
dl = 1, l = 0, 1, . . . , 2L − 1, координаты которых принимают значения из множества
{±1}. Таким образом, для функций Уолша множество допустимых управлений в спек-
тральной форме математического описания — правильный кроссполитоп, который мож-
но задать плоскостями граней P l с векторами внешних нормалей Nl, определяемыми,
например, двоичным разложением числа l (координата nlk вектора Nl принимает значе-
ние −1 или 1 в зависимости от коэффициента 0 или 1 при 2k в двоичном представлении
числа l, k = 0, 1, . . . , L− 1), и значениями dl = 1.
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Далее рассмотрим условие принадлежности усеченной спектральной характеристи-
ки U множеству VL:

(Nl,U)− 1 6 0, l = 0, 1, . . . , 2L − 1,

где координаты nlk внешних нормалей Nl принимают значения из множества {±1}.
Но это условие эквивалентно условию ‖U‖♦ = |u0|+ |u1|+ · · ·+ |uL−1| 6 1, поскольку
max
l

(Nl,U) = ‖U‖♦ (см. также выражение (9)).
Таким образом, для функций Уолша, ортонормированных на отрезке T = [0, 1], мно-

жество допустимых управлений в спектральной форме математического описания за-
дается векторами с октаэдрической нормой, не превосходящей единицы:

u(t) ∈ L2([0, 1])L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 1} ⇐⇒ U = S[u(t)] ∈ VL = {U : ‖U‖♦ 6 1}.

Для общего случая, т.е. при T = [t0, t1] и ограничением на управление |u(t)| 6 υ, с
учетом масштабирующего коэффициента имеем

u(t) ∈ L2(T )L ∩ {u(t) : |u(t)| 6 υ} ⇐⇒ U = S[u(t)] ∈ UL = {U : ‖U‖♦ 6 υ
√
t1 − t0}.

В качестве примера нахождения оптимального управления рассмотрим следующую
задачу [19]. Пусть модель управления задается уравнениями

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = −x1(t) + u(t), t ∈ [0, 2π], (10)

при ограничениях |u(t)| 6 1 и начальных условиях x1(0) = x2(0) = 0. Функционал ка-
чества управления:

I = x2(2π)→ min
x1(·),x2(·); u(·) : |u(t)|61

.

Требуется найти оптимальное программное управление u∗(t) и соответствующие ему
траектории x∗1(t) и x∗2(t).

Будем решать эту задачу в базисе функций Уолша, заданных на отрезке [0, 2π], с
порядком усечения L:

X1 = S[x1(t)], X2 = S[x2(t)], U = S[u(t)], X1,X2,U ∈ RL.

Спектральный аналог уравнений (10), задающих модель управления:

P ·X1 = X2, P ·X2 = −X1 + U, (11)

так как
P ·X1 = S[ẋ1(t)|x1(0)=0], P ·X2 = S[ẋ2(t)|x2(0)=0],

где P — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом на-
чального условия — матрица размеров L× L, элементы которой рассчитываются со-
гласно [8].

Функционал качества управления преобразуется к виду

Î = Ω̂(2π) ·X2 → min
X1,X2; U : ‖U‖♦6

√
2π
, (12)

где Ω̂(2π) — матрица-строка значений функций Уолша Ω̂(i, t) при t = 2π и i =
= 0, 1, . . . , L− 1 — усеченная спектральная характеристика линейного функционала,
ставящего в соответствие функции ее значение в точке 2π [10].
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Таким образом, задача сводится к конечномерной задаче минимизации (11) и (12).
При L = 16 эта задача решалась мультистартовым адаптивным методом случайного
поиска при нулевом начальном приближении для управления (U = O — нулевой век-
тор), ограничения учитывались с помощью добавления штрафного слагаемого в (12).
Наилучший результат (из 15) был достигнут при 518 итерациях, минимальной величине
шага ε = 10−9 и стандартных параметрах метода (см. [5]), минимальное значение функ-
ционала min I ≈ −2.227744. Полученное решение для оптимального управления хорошо
согласуется с точным решением u∗(t) = − sign(cos t) — отклонение значений управления
составляет 0.000239 (см. рис. 3), однако результаты для функций x∗1(t) и x∗2(t) в срав-
нении с точным решением

x∗1(t) =


cos t− 1, 0 6 t < π

2
,

cos t− 2 sin t+ 1, π
2
6 t < 3π

2
,

cos t− 4 sin t− 1, 3π
2
6 t 6 2π,

x∗2(t) =


− sin t, 0 6 t < π

2
,

− sin t− 2 cos t, π
2
6 t < 3π

2
,

− sin t− 4 cos t, 3π
2
6 t 6 2π,

оказались неудовлетворительными, поэтому были проведены расчеты с усечениями 32,
64, 128, 256, 512 и 1024 с управлением, соответствующим расчету для порядка усече-
ния L = 16. На рис. 4 показаны графики функций x∗1(t) и x∗2(t) для порядков усечения
L = 16, 32, 64, . . . , 1024, найденные спектральным методом. С ростом порядка усечения
L увеличивается «детализация» графиков, приближенное решение стремится к точ-
ному, которое показано точками. Минимальное значение функционала при L = 32 —
min I ≈ −2.943025, L = 64 — min I ≈ −3.425103, L = 128 — min I ≈ −3.700894, L = 256
— min I ≈ −3.847231, L = 512 — min I ≈ −3.917713, L = 1024 — min I ≈ −3.960476, точ-
ное значение — min I = x∗2(2π) = −4.

Рис. 3. График оптимального управления u∗(t), найденного спектральным методом.

7. Заключение

В статье представлена методика построения спектрального аналога множества до-
пустимых скалярных управлений с геометрическими ограничениями. Приведены при-
меры построения таких множеств с использованием полиномов Лежандра, тригономет-
рических функций и функций Уолша, причем для функций Уолша получено точное
описание этого множества. Показано, что для каждой базисной системы достаточно
рассмотреть случай, когда промежуток времени T = [0, 1] и ограничение на управление
|u(t)| 6 1. Отметим, что применение операции замены базисной системы вряд ли оправ-
дано, поскольку это невырожденное линейное преобразование — композиция поворотов,
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Рис. 4. Графики функций x∗1(t) (слева) и x∗2(t) (справа).

растяжений или сжатий, а также отражений. Оно сохраняет количество вершин и плос-
костей граней для многогранной области. Например, если взять за основу правильный
кроссполитоп для функций Уолша и заменить эту базисную систему на систему по-
линомов Лежандра или тригонометрических функций, то не получится приемлемая
аппроксимация множества допустимых управлений, что видно из приведенного приме-
ра.

С ростом порядка усечения L спектральных характеристик и ростом параметров m
или n при построении выпуклых многогранников U(m)

L или U(n)
L соответственно (см. (5),

(7)) существенно возрастает объем вычислений. Даже для первого приближения множе-
ства UL кроссполитопом U(m)

L при m = 1 требуется построить 2L плоскостей граней, для
последующих приближений число граней только возрастает, что хорошо видно в при-
веденном выше примере. Поэтому предложенная методика применима для небольших
значений параметров L, m и n за исключением базисных систем, для которых удает-
ся построить точное описание искомого множества. С ростом L, видимо, необходимо
использовать другие подходы для аппроксимации множества допустимых управлений,
возможно, применяя метод эллипсоидов [20] или какое-либо другое подходящее при-
ближение.

В то же время эта методика без изменений может применяться при неограниченном
промежутке времени T = [t0,+∞), для построения множества допустимых векторных
управлений в спектральной форме математического описания при допустимой области
значений управлений, ограниченных параллелотопом. С незначительными дополнени-
ями при допустимой области значений векторных управлений, ограниченных эллипсо-
идом, при нестационарных ограничениях на управление.
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