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Пространство квадратично интегрируемых функций

L2(T ) — пространство функций f(t), определенных
на множестве T , для которых∫

T
f2(t)dt <∞,

где T = [t0, t1] или T = [t0,+∞) или T = R = (∞,+∞).

Норма в пространстве L2(T ):

‖f(t)‖L2(T ) =

{∫
T
f2(t)dt

} 1
2

.

Скалярное произведение:(
f(t), g(t)

)
L2(T )

=

∫
T
f(t)g(t)dt, ‖f(t)‖2L2(T )

=
(
f(t), f(t)

)
L2(T )

.
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Ортонормированные базисные системы

Система функций {q(i, t)}∞i=0, определенных на множестве T ,
называется ортонормированной, если

(
q(i, t), q(j, t)

)
L2(T )

= δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j = 0, 1, 2, . . . ,

где δij — символ Кронекера.

Полная ортонормированная система функций называется базисом
пространства L2(T ), или базисной системой.
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Представление функций рядами

Пусть {q(i, t)}∞i=0 — базис пространства L2(T ). Тогда любую
функцию f(t) ∈ L2(T ) можно представить в виде ряда
по функциям этой системы:

f(t) =

∞∑
i=0

fiq(i, t), t ∈ T,

где
fi =

(
q(i, t), f(t)

)
L2(T )

, i = 0, 1, 2, . . .

Числа fi — коэффициенты разложения функции f(t).
Таким образом, решение задачи представления функции
f(t) ∈ L2(T ) в виде ряда по функциям заданной базисной системы
состоит в определении коэффициентов разложения fi и записи
соответствующего ряда.

Рыбаков К.А. Лекция 1 15 февраля 2018 г. 10 / 22



Примеры базисных систем

1. Полиномы Лежандра (A.-M. Legendre) на отрезке T = [0, τ ]:

P̂ (i, t) =

√
2i+ 1

τ

i∑
k=0

lik
tk

τk
, i = 0, 1, 2, . . . ,

lik = (−1)i−kCii+kC
i−k
i , Cik =

k!

i!(k − i)
.

Тогда

P̂ (0, t) =

√
1

τ
, P̂ (1, t) =

√
3

τ

(
2

τ
t− 1

)
,

P̂ (2, t) =

√
5

τ

(
6

τ2
t2 − 6

τ
t+ 1

)
,

P̂ (3, t) =

√
7

τ

(
20

τ3
t3 − 30

τ2
t2 +

12

τ
t− 1

)
, . . .
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Примеры базисных систем

Рис.: Графики полиномов Лежандра, i = 0, 1, 2, 3.
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Примеры базисных систем

2. Косинусоиды на отрезке T = [0, τ ]:

Ĉ(i, t) =


√

1

τ
, i = 0,√

2

τ
cos

iπt

τ
, i = 1, 2, . . .

Тогда

Ĉ(0, t) =

√
1

τ
, Ĉ(1, t) =

√
2

τ
cos

πt

τ
,

Ĉ(2, t) =

√
2

τ
cos

2πt

τ
, Ĉ(3, t) =

√
2

τ
cos

3πt

τ
, . . .
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Примеры базисных систем

Рис.: Графики косинусоид, i = 0, 1, 2, 3.
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Примеры базисных систем

3. Функции Уолша (J.L. Walsh) на отрезке T = [0, τ ]:

Ω̂(i, t) =



√
1

τ
, i = 0,√

1

τ

∏
{k: ak=1}

r(k, t), i = 1, 2, . . . ,

где ak — коэффициенты в двоичном представлении числа i:

i = a12
0 + a22

1 + a32
2 + . . .+ ak2

k−1 +

+ . . .+ am+12
m = (am+1 . . . ak . . . a3a2a1)2,

m = [log2 i] — наибольшая степень в двоичном представлении числа
i, ak ∈ {0, 1}, a r(k, t) — функция Радемахера (H.A. Rademacher),
заданная выражением

r(k, t) = sign

(
sin

2kπt

τ

)
= (−1)

[
2k t

τ

]
, k = 1, 2, 3, . . .
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Примеры базисных систем

Рис.: Графики функций Уолша, i = 0, 1, 2, 3.
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Пространство квадратично интегрируемых функций

L2(T ; ν(t)) — пространство функций f(t), определенных
на множестве T , для которых∫

T
ν(t)f2(t)dt <∞,

где T = [t0, t1] или T = [t0,+∞) или T = R = (∞,+∞).
Норма в пространстве L2(T ; ν(t)):

‖f(t)‖L2(T ;ν(t)) =

{∫
T
ν(t)f2(t)dt

} 1
2

,

Скалярное произведение:(
f(t), g(t)

)
L2(T ;ν(t))

=

∫
T
ν(t)f(t)g(t)dt.

‖f(t)‖2L2(T ;ν(t))
=
(
f(t), f(t)

)
L2(T ;ν(t))

.
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Ортонормированные базисные системы

Система функций {q(i, t)}∞i=0, определенных на множестве T ,
называется ортонормированной с весом ν(t), если

(
q(i, t), q(j, t)

)
L2(T ;ν(t))

= δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j = 0, 1, 2, . . . ,

где δij — символ Кронекера.

Полная ортонормированная система функций называется базисом
пространства L2(T ; ν(t)), или базисной системой.
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Примеры базисных систем

4. Полиномы Лагерра (E.N. Laguerre) на бесконечном
полуинтервале T = [0,+∞) с весом ν(t) = e−t:

L̂(i, t) =

i∑
k=0

(−1)i−kCki t
k

k!
, i = 0, 1, 2, . . .

Первые четыре полинома Лагерра:

L̂(0, t) = 1, L̂(1, t) = t− 1,

L̂(2, t) =
1

2
t2 − 2t+ 1, L̂(3, t) =

1

6
t3 − 3

2
t2 + 3t− 1.

5. Функции Лагерра на бесконечном полуинтервале T = [0,+∞)
с весом ν(t) = 1:

Ψ̂(i, t) = e−
t
2 L̂(i, t), i = 0, 1, 2, . . .
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Примеры базисных систем

Рис.: Графики функций Лагерра, i = 0, 1, 2, 3.
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Примеры базисных систем

6. Полиномы Эрмита (C. Hermite) на бесконечном интервале T = R
с весом ν(t) = e−t

2 :

Ĥ(i, t) =

√
i!

2i
√
π

[
i
2

]∑
k=0

(−1)k(2t)i−2k

k!(i− 2k)!
, i = 0, 1, 2, . . .

Первые четыре полинома Эрмита:

Ĥ(0, t) =
1
4
√
π
, Ĥ(1, t) =

√
2t

4
√
π
,

Ĥ(2, t) =

√
2(2t2 − 1)

2 4
√
π

, Ĥ(3, t) =

√
3(2t3 − 3t)

3 4
√
π

.

7. Функции Эрмита на бесконечном полуинтервале T = R с весом
ν(t) = 1:

Φ̂(i, t) = e−
t2

2 Ĥ(i, t), i = 0, 1, 2, . . .
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Примеры базисных систем

Рис.: Графики функций Эрмита, i = 0, 1, 2, 3.
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